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11 ne faut pas recevoir les opinions de nos 
pères comme des enfans, par la seule raison 
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- AVERTISSEMENT. 

Lje Calcnl des Probabilités , ÎDveDté par Pascal 
et Fermât , n'a pas cesse depuis d'exciter Kn- 
lérêt et d'exercer la sagacité de leurs plus il- 
lustres successeurs ; mais les élémens de cette 
branche des ^latbématiques appliquées sont 
restés bien en arrière de Fétat de la science. 
Après quelques ouvrages superficiels ou in- 
complets , on ne trdUve plus que des Mé- 
moires académiques ou des Traités fondés sur 
les parties les plus élevées de l'analyse; en 
sorte que , même avec des connaissances assez 
étendues dans les Alathématiques élémentaires , 
il faut encore se borner à croire sur parole, la 
vérité des points fondamentaux de la théorie 
des probabilités, qui peut cependant s'établir 
d'une manière très solide par le seul secours 
des élémens d'Algèbre. C'est pour remplir 
cette lacune^ que j'ai rédigé le Traité que 
j'oflfre en ce moment au public. Dans le texte , 
je ne suppose presque rien au-delà de ce que 
contiennent mes Elémens cC Algèbre. De plus, 
j'ai eu soin de mettre en évidence les énoncés 
des principes, et de multiplier les résumes, 
afin c[u'on put encore acquérir une idée de la 
théorie , indépendamment des formules algé- 
briques. Enfin, pour rendre plus facile le 






VJ AVERTISSEMENT. 

passage de ce Traité, à «eux où l'on a déployé 
toutes les ressources de l'Analyse transcendante, 
je l'ai terminé par quelques Notes, où, partant 
de formules contenues dans mon Traité élé- 
mentaire de Calcul différentiel et de Calcul 
intégral , j'ai exposé les premières applications 
de ces calculs aux problèmes concernant les 
probabilités. 

Les nombreuses citations que j'ai faites des 
écrits originaux , donneront aux lecteurs les 
moyens de suivre la marche de cette doctrine 
depuis son invention , et d'en approfon^r les 
détails et les applications. aux sciences morales 
et politiques^ applications dont j'ai indiqué les 
bases, et que j'ai tâché d'apprécier à leur jusle 
valeur. Condorcet désirait que leur ensemble 
fit la matière de l'un des cours des Ecoles 
publiques ; et il en a donné deux excellens 
programmes , le premier à la suite die ses Mé- 
moires sur r Instruction publique ^ i. ix de ses 
(Euçres, p. 566, et le second dans le Tableau 
général de la science qui a pour objet Inappli- 
cation du calcul aux sciences politiques et 
morales, t. xxi de ses (Bnvres, p. aS^, ou 
Élémens du Calcul des Probabilités , p. 171. 
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[[Observation. Le plus grand nombre des articles 
indiqués ddos cette Table, se compose de ceux qui 
eoBtiennept ks énoncés des propositions fondamentales 
ou des résumés dégagés des calculs algébriques ; les au* 
trea acticks sont distingués par un astérisque.]] 
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Notions préliminaires sur le sens des mots 
Certitude et Probabilité. 

i« VjK conscience d'une sensation actuelle , la percep^ 
tion instantanée et avec pleine évidence de la conve- 
nance ou de la dîsconvenance de deux idées : voilà où 
se trouve , sous le double rapport de nos facultés phy- 
siques et intellectuelles, le plus haut degré de certitude^ 
la certitude absolue ; bien entendu qu'il faut écarter 
de la sensation les jugemens dont on pourrait racCom-* 
pagner pour prononcer sur sa cause , ou la rapporter à 
un objet particulier , et de la comparaison des idées , 
tout ce qui ne se réduirait pas à des idées simples , et 
tellement circonscrites , que l'entendement puisse les 
embrasser d'une seule vue (*). C'est en vain que les 



(^) En employant les mots facultés physiques et intellectuel- 
les f je D^ai en rue que de me conformer h la division établie par le 
langage ordinaire, sans rien préjuger sur l'origine et la connexion 
de ces facnliés. 

îi* édition. i 



a TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

philosophes ont cherché pendant long-temps un cfite* 
rium de vérité , différent de la parfaite intuition que je 
tiens de rappel ei", puîsqu'au bout des plus longues ex**- 
plications , il faut toujours en venir à reconnaître dans 
Tesprit la faculté de saisir immédiatement Taccord ou 
la convenance de deux idées ou de deux notions. Aussi 
tous leurs elForts , quand il les ont bien dirigés , n'ont 
servi qu*à les ramener à ce terme avoué maintenant par 
tous les bons esprits, qui paraissent convaincus que le 
seul objet des règles essentielles du raisonnement est de 
prévenir toute illusion dans le jugement que nous por- 
tons de cette évidence , en examinant avec soin détendue 
que reçoit chaque idée dans les diverses combinaisons 
qu*on en fait , et en contrôlant sans cesse la vérité de 
nos souvenirs et l'exactitude de nos énumérations. C'est 
en effet à cela que se réduisent les fameuses règles de 
Descartes , auxquelles on n'a rien ajouté d'essentiel (*}. 



{*) Il n^est peut-être pas inutile de rappeler ici ces règles, et cFy 
joindre celJes que IVewton a prescrites pour les recherches physiques^ 
parce que daùs la suite, nous aurons occasion dVn tirer des consor 
qnences pour lé sujet qui nous occupe. 

■ 
Réglés de Descartes, (Discours de la Méthodcy e'd. de 1637, p.ao). 

■ 

■'r 1*. « Ne recevoir jamais aucune chose pour vraie que je ne la 

» connaisse e'videmmentj être telle : c^est^à-dirc, éviter soigneuse- 
» ment la précipitation, et la prévention; et de ne rien comprendre 
)> de phis en mes jugemens, que ce qui se présenterait si claire- 
>» ment et si distinctement à mon esprit , que je n'eusse aucune 
». occasion de le mettre en doute. 

a**. » Diviser chacune des difficultés que j'examinerais, en autant 
» de parcelles qu'il se pourrait , et qu'il serait requis pour les mieux 
» résoudre. 

3<>. »Gondnire par ordre mes pensées, en commençant par les 
1» objet's les plus simples , et les plus aisés à connaître , pour monter 
« penàpeu^ comme par degrés, jusqu'à la connaissance des plus 



DES PROBABILITÉS. "3 

3. Des sensations et des jugemens simples confiés à 
notre mémoire y nabsent des séries de conséquences dont 
la certitude dépend d'un nouvel élément, la fidélité avec 
laquelle cette mémoire nous rend ce que nous avons 
éprouvé. La confiauce que nous acquérons à cet égard, 
n'est fondée que sur la constante répétition du fait , et 
sur l'assurance que cette répétition nous donne de son 
renouvellement chaque fois que nous le désireiyns ou 
que les circonstances l'exigeront. Ici se montre un pen- 
chant ou une loi de l'esprit humain , la tendance géné- 
rale à croire au retour des faits que nous avons observés 
plusieurs fois sur nous-mêmes ou sur les autres objets ^ 
penchant qui se lie à l'opinion que nous acquéronsr 
bientôt de la constance des lois de la nature. 

Ces propositions : Tout homme mourra; le soleil 
se lèvera demain) fai suivi telle démonstration , j^en 
»— — ■— ^— — i^ ■■■ III II 

» composés ; et en supposant même de Tordre entre ceux qui ne se 
» précèdent point naturellement les uns les autres. 

4^. » Faire partout des dénombremens si entiers, et des revues si 
)) ge'nérales , que je fusse assuré de ne rien omettre. » 



Règles de Newton. (Traduction de ses Principes y par M"»® da 

Chastelety tom. II, p. a.) 

I*. (c II ne faut admettre de causes que celles qui sont nécessaires 
» pour expliquer les phénomènes. 

a**. » Les effets du même genre doivent toujours être attrii>nés , 
» autant quMl est possible , à la même cause. 

3". )) Les qualité des corps qui ne sont susceptibles ni <ran:7ni/»n- 
3» tation ni de diminution , et qui appartiennent h tous les corps sur 
3» lesquels on peut faire des expériences, doivent être regardées 
j» conune appartenantes à tous les corps en général. 

40. » Dans la philosophie expérimentale, les propos! ti<vi8- tirées 
-» par-induction des phénomènes, doivent être regardées, maigrelet 
» hypothèses contraires , comme exactement ou h peu près vraies , 
» jusqu'à ce que quelques antres phénomènes les conGrmcnt entière» 
» ment ou fassent voir qn'ellcs sont sujettes à exception. » 

I . . 
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ai trouvé toutes les parties exactes , et fm la con^ 
ifiction de la vérité énoncée , n*ont p&i d'autre fon--> 
dément. 

Tant de faits, auxquels on na pu jusqu'ici en oppo- 
ser aucun de bien constaté , ont yérifié la mortalité de 
Tespèce humaine ^ le soleil s'est levé un si grand nombre 
de fois ; tout homme , reconnu en état de santé ^ et doué 
d'une llitelligenôe saine ^ a si constaniment senti , quand 
il a voulu y revenir , la vérité de chacun des jugemens 
simples qui composent une démonstration , qu*on ne 
forme aucun doute sur la répétition de ces évènemens y 
quoîqu on ne puisse s'empêcher d'y Kconnaitré une 
différence essentielle avec la conscience d'une sensation 
ou l'intuition d'un jugement porté sur dpux idées sim- 
ples dont la connexion est évidente. Aussi le degré de 
certitude acquis par cette voie^ est-il bien près de la cer-- 
titude absolue ; cependant quelle garantie avons - nous 
qu'une loi naturelle, qui ne s'est pas encore développée 
à nos yeux, né modifiera pas la succession de ces faits 
répétés un nombre presqu'infini de fois , mais pourtant 
sans que nous ayons pu saisir la manière d'agir des 
causes qui les produisent , ou la nécessité de leur dé- 
pendance réciproque (*) ? 

5. Si des faits auxquels nous ne connaissons encore 
aucune exception , nous passons à d'autres qui nous eiï 
ont offert , nous verrons le doute s'introduire dans notre 
esprit , par des nuances de plus en plus fortes. Quand 
il s'agira, par exemple , de nous en rapporter aux té* 
moignages des autres , la multitude d'erreurs involon-- 
taires et de mensonges prémédités , rendra très circon-^ 
spect l'homme de sens, dans son acquiescement aux 

{*) Ployez dans les Essais philosophiques de Hame , ses ré- 
flexions sur les idi^ de liaison ei de pouvoir. 
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informationa''qui lui seront données. Cfaaqne fait qu*il 
aura pu vérifier par kiî-même y ou qui , ne sortant pas du 
train habituel des choses , naura été le sujet d'aucune 
réclamation , établira dans son esprit la validité des té- 
moignages ; mais les déceptions Tébranleront ^'autant 
plus qu'elles seront plus 'répétées. Il balancera les uns 
avec les autres , les résultats contraires , demeurera sou- 
vent en suspens ; et s'i) est foveé de prendre un parti , il 
ne le prendra que dans le sens où les autorités lui parai*' 
tront plus nombreuses I mieux d'accord entre elles , plus 
conformes à ses observations ou aux faits bien avérés. 

Un observateur qui a remarqué tes fréquentes coïn- 
cidences de la chute de la pluie, avec l'abaissement du 
mercure dans le baromètre, avec le règne de certain» 
vents , avec lin certain état des nuages > lorsqu'il verra 
le concours de tous ces indices, regardera la pluie comme 
prochaine I sans pouvoir assurer néanmoins que le fait 
arrivera infailliblement; car il se rappellera en même 
temps que ces apparences ont été quelquefois trompeu- 
ses , que le mercure a baissé dans le baromètre et que le 
temps a été couvert sans qu'il ait piu > que des vents ou 
des courans supérieurs inaperçus, ou d'autres modifi- 
ratîons de Tair ont dissipé les nuages ies plus menaçans : 
mais il aura «ne confiance d'autant plus grande dans 
l'arrivée ^e la pluie , que. la comparaison des faits con- 
formes à sa confectiure avec les faits contraires, lui 
donnera lieu de former un plus grand nombre de juge- 
mens pour l'affirmer que pour la nier. 

L'événement, qui est ici la^hute de la pluie , quoi- 
que douteux pour celui qui en observe Ifes indices , n est 
point lui-même livré au hasard ; il résulte de l'état an- 
térieur et prédent de l'atmosphère et des conséquence» 
nécessaires de cet état.Une intelligence supérieure qui en 
saisirait toutes les conditions^ en conclurait tout de suite 
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ce qui doit arriver : l'homme , boraé dans ses connais- 
sances, ne pouvant démêler les conditions première» 
qui établissent la nécessité de l'événement, ou n'en pou- 
vant faire une énumération exacte^ récapitule les indices 
qui lui en tiennent lieu ; et si , dans cette opération, les 
jugemens successifs qu 11 porte, sont plus fréquemment 
affirmatifs que négatifs , ce la vue de son esprit' (dit ' 
a Hume) revient donc plus fréquemment sur un évène* 
n ment que sur son contraire. C'est cette concentration 
y) de plusieurs vues dans un seul événement , qui pro- 
V duit y par un mécanisme inexplicable de la nature , 
îî le sentiment de croyance : c'est par là qu'un évène- 
}) ment triomphe de son antagoniste , qui a moins de 
y> ces vues pour lui , et qui revient plus rarement à 
•yi l'esprit (*). 

4- L'exemple développé ci-dessus est de ceux où les 
jugemens se forment immédiatement sur les indices 
tirés de l'expérience ; mais c'est encore le même pro- 
cédé lorsque la chaîne des raisonnemens est plus longue. 

Dès que le sujet n'offre pas toutes les conditions né- 
cessaires pour arriver à la certitude d'une démonstra- 
tion f on ne saurait plus faire qu'un examen de toutes 
celles de ses conditions qui sont connues, en peser 
l'importance , en considérer le nombre. S'agit-il , par 
exemple , d'une question de critique littéraire , comme 
de déterminer si un ouvrage est bien de l'auteur dont il 
porte le nom ; il faut puiser d'abord dans la discussion 
des faits et des témoignages , dans la comparaison 
des formes du style , tousjes indices qui sont favorables 
et ceux qui sont* contraires à l'attribution supposée. Si 
d'un côté aucune des circonstances , ne présentant de 
contradiction manifeste, n'établit l'impossibilité absolue 



(*) Essais philosophiques de Hume, sur la Probabilités 
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du Fait avancé y etâeTautre, si toutes les affirmations 
ne portent que sur des énumératîons qa*on puisse dé- 
montrer incomplètes , ou auxquelles on''puisse trouver 
des modifications , il ne- résultera de tout le travail 
qu'un assemblage de jugemens aflîrmatifs et de juge* 
mens négatifs, qui produiront un effet proportionné à 
leur nombre ou à leur force , si d'ailleurs celui qui fait 
Téxamen a soin de se garantir de toute illusion , et n*a 
pas pris son parti d'avance. 

Ici se présente la distinction de la force des indices 
et de leur nombre : mais presque toujours la première 
qualité se ramène à la seconde ; car qu'est-ce qu'Hun in- 
dice plus fort? C'est celui qui trompe le moins souvent, 
qui, par conséquent , embrasse. un plus grand nombre 
de cas favorables à la production de Tévènement qu'il 
annonce, ou des déveldppemens duquel il sort un plus 
grand nombre de circonstances qui ramènent à la 
mêniie conclusion. Ensuivant ce raisonnement', on voit 
que dès que l'espiit humain ne peut plus rencontrer la 
certitude , la marche du raisonnement pre'nd la forme 
d'une sorte de calcul dont le résultat acquiert de l'em- 
pire sur notre croyance, précisément par l'effet de la 
répétition des jugemens ou des observations. La bonté 
de ce calcul dé][fcnd ici, comme partout, du choix des 
données, et ensuite i du bon emploi qu'on en fait; et ce 
bon emploi ne peut consister que dans Texamen le plus 
détaillé des circonstances de chaque donnée « dans le 
soin de les décomposer autant qu'il est possible , afin 
de n'avoir à prononcer que sur des propositions d'une 
égale simplicité et d'une égale évidence , et surtout de 
tenir son esprit en garde contre toute partialité en fa^ 
veur du résultat quel qu'il puisse être» 

5. Il n'y aurait rien à désirer si l'on pouvait amener 
Ut choset au point qu'il y eût une parité exacte avec 
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le jet d'an dé çomprenaat un cerfain aombre de face» 
marquées de couleojrs on de points diyeiB. Si la figure 
de ce dé était bien régulière , sa matière bien bomo«- 
gène ^ les circonstances de son jet bien yariées y bien 
imprévues , en sorte qu on n eût aucune raison de s'at- 
tendre à le voir tomber sur une face plutôt que sur toute 
autre y et qu'il y en eût, par exemple» cinq blanches 
et une noire ^ l'esprit, trouvant le nombre des face» 
blanches plus grand que ceUii des faces noires , reviens 
drait plus fréquemment à juger possible l'arrivée de 
l'une des premières que celle de la dernière , et par 
Teffet de cette' répétition du jugement de possibiUt4, 
comme je l'ai déjà dit d'après Hume et Condorcet , 
croirait plutôt à l'arrivée d'iuie facç. blanche qu'à 
celle d'une face noire. Ce que tout esprit tant soit 
peu éclairé ne peut manquer de sentir dans l'exemple 
précédent , frapperait les plus ignorans , si , au lieu d'un 
dé à six faces , on en supposait un ayant un million de 
£aces blanches et une seule noire , ou bien une urne 
contenant un million de boules blanches et une. seule 
noire. Dans ce cas , on ne ne pourrait s'empêcher d'at- 
tendre avec une très grande confiance , l'arrivée d'une 
face ou d'une boulç blanche , et de marquer une très 
grande surprîae si c'était la face ou laftonle noire qui se 
présentât : or, on verra bientôt que le calcul rattache le 
premier cas au second, 

Je ferai remarquer à cette occasion que si c'est le 
sentiment de la constance des lois de la nature qui fonde 
notre confiance dans le retour des érènemens observés 
un grand nombre de fois , c'est encore ce même senti- 
ment qui fonde notre incertitude, notre indifférence 
d'opinion sur les chances offertes par les instmmens 
aléatoires bien construits et fidèlement employés ; -car 
c'est parce qu'il tésultede la constance des loi» de la 
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nature, que quand toutes les circonstances déterminantes 
sont les mêmes » les effets sont ansbi les mêmes^ que ceux- 
ci doivent être différens toutes les fois que les premières 
varient; et c'est aussi à les varier que nous nous appli- 
quons dans la production des évèn«m!ms des ]evx de ha* 
sard. On évite, par exemple^ de mettre le dé dans le cor- 
net sur la même fece, de mesurer les mouvemens qu'on 
donne à ce cornet ; on cherche à prendre une manière 
très irrégulière de remuer les urnes contenant les numé- 
ros , ou de mêkr les jeux de cartes. De même l'irrégula- 
rité du mouvement de nos membres , lorsqu'il n'est pas 
diri^ par une habitude bien prise , transforme d'abord 
les feux d'adresse en jeux de hasard ; mais à mesure que 
l'une s'acquiert /ks chances de l'autre diminuent. 

CI. Il est donc bien vrai de dire , m qu'il n'y a point 
9 de hasard , à proprement parler , mais qu'il y a son 
n équivalent : l'ignorance où nons sommes des vraies 
p causes des évènemens » (^) , d'où nuit la probabilité 
-■ quand nous ne pouvons énumérer exactement les eau- 
.^esy ou prévoir infailliblement leurs effets. Le cas le 
plus simple est bien évidemment celui où le nombre de 
.cas effets est connu et où chacun d'eux est également 
.possible : tel est le cas du dé. Le nombre des*}ugemens 
que l'on peut former pour l'arrivée d'une certaine cou- 
leur, étant le même que celui des faces de cette cou- 
leur , ce dernier détermine le degré de confiance avec 
laquelle on attend l'apparition de l'une de ces faces ; 
•puisque si l'on en augmentait le nonobre , le degré de 
(X)nfiance augmenterait aussi. Mais ce n'est pas le nom- 
bre absolu qu'il faut considérer dans cette circonstance ; 
car si le nombre des faces noires du dé augmentait en 
même temps que celui des faces blanches , que l'un et 



mmm 



{*) Essais de Hume, Sur la Probabilité, 
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l'autre fussent doublés^ par exemple, là {Proportion des p 
jugemens afiinnatifs et des négatif , relativement à Tar- 
rivée d'une certaine couleur , demeurant la même , on 
ne voit pas pourauoî le degré de confiance dan» l'arrivée 
de l'événement désigné , changerait. Sur dix faces blan- 
ches et deux faces noires , on pourrait encore former 
cinq jugemens , en faveur de la couleur blanche. > contre 
un seul pour la couleur noire. 

Il suit de là, que la mesure du degré de confiance 
dans l'arrivée d'une couleur, doit être le rapport du 
nombre des jugemens afHrroatifs , au nombre des juge» 
mens tant affirmatifs que négatifs , c'est-à-dire à* leur 
nombre total , ou bien le rapport du nombre de faces de 
la couleur que l'on considère , au^ nombre total des 
faces ; c'est-à-dire | pour la couleur blanche dans le dé 
proposé. 

Ce rapport est ce qu'on appelle la probabitité ma^ 
thématique y qui se forme , comme on le voit , en divisant 
le nombre des chances faiforab les n l'événement, par le 
nombre total des chances; mais il faut bien faire at<- 
tention que toutes les chances comparées soient égale- 
ment possibles. Le jet des dés va nous donner le moyen 
de rendre bien évidente la nécessité de. cette restriction. 

7. Lorsqu'on jette à la fois deux dés a jant six faces 
marquées chacune de l'un des nombres depuis 1 jusqu'à ■ 
6 iuclhsivement , pour peu qu'on réfléchisse sur ce qui 
doit arriver , on reconnut que chacune des faces de l'un 
des dés peut se montrer avec chacune des faces de l'ai^- 
tre, en. sorte que si l'on désigne le premier par ji, le se-^ 
cond par B , on aura les 36 chances indiquées dans le 
Tableau suivant. 
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1 1 
I a 

X 3 

1 4 

I 5 
1 6 


a 1 
a a 
a -3 

a 4 
a 5 

a 6 


3 I 
3 a 
3 3 

3 4 
3 5 
3 6 


4 » 
4 a 
4 3 
4 4 
4 5 

4 6 


5 i 
5 a 
5 3 

5 4 
5 5 
5 6 


6 1 
6 a 
6 3 

6 4 
6 5 
6 6 
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Toutes les combinaisons marquées dans ce Tableau 
sont des chances également possibles , tant que Ton con- 
sidère isolément chaque dé. Ainsi amener 5 avec le dé A 
et s avec lé dé «0 , est une chance. pareille à celle d'a- 
mener 6 avec Tun et l'autre en même temps \ mais si Ton 
attend r«rriyée des points a et 5 sans distinction d'ordre, 
«la possibilité de l'obtenir sera différente de celle.d'ame- 
■ner 6 » 6 , ou le sonnez , puisque la première condition 
aéra également remplie par la chance a ^ 5 et la chance 
SfH, tandis que 6, 6 ne se trouve qu'une seule fois parmi 
les 36 combinaisons également possibles des faces de ces 
dés. Ainsi , suivant la définition donnée ci - dessus , la 
probabilité d'amener les points 5 et a sans distinction 
d'ordre est ^ ou -j-g-, et celle d'amener 6, 6, ou du son- 
nez, est seulement -g^. 

Si l'événement désiré était, non pas l'arrivée des points 
considérés chacun à part, mais celle du nombre mar- 
qué par ces points pris collectivement, on trouverait des 
possibilités très diverses. Par exemple , le nombre a ne 
pourrait s'obtenir que d'une seule manière, savoir, par 
la chance i , i ; le nombre 7, au contraire , ré:»ulterait 
de six chances différentes , savoir : 

I 1 6|6 1 |a 5|5. 2|3 4\4 5 \ -, 
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et suivant ces conditîcms , la prohabilité d'obtenir le 
nombre a , serait seulement 3^ , tandis que celle d'ob- 
tenir le nombre '7 , serait -^ ou ^. 

8. La définition de la probabilité mathématique , 
donnée dans le n^ 6 et les exemple» précédons , foat 
bien voir que cette probabilité sera toujours exprimée 
par une fraction proprement dite y ou moindre que tu-- 
nité dont elle approchera d'autant plus que le nombre 
des chances favorables à l'événement que l'on considère, 
^era plus grand par rapport au nombre total des chances 
possibles; mais elle ne pourrait se changer dans Tunité >* 
que s*il n'existait aucune chance contraire à cet événe- 
ment , ce qui en rendrait la production certaine ; en 
sorte que Yunité est le symbole de la certitude. 

Il est à propos de* remaxquer aussi tjpe chaque évè^ 
nemént incertain dorme lieu à deux probabilités con- 
traires, savoir, celle que cet événement arrivera, et celle 
qu'il n'arrivera pas; et que la somme de ces deux pro^ 
habilités est toujours égale à rumté. Lorsqu'il s*agit , 
par exemple^ d'amener le nombre 7 avec 2 dés , puisque 
sur les 36 chances qu'ils oRrent^ il n'y en a que 6 qui 
donnent le nombre 7, il 7 en a 3o qui ne le donnent pas i 
]a probabilité d'obtenir le nombre 7 est donc ^ on ^, la 
probabilité contraire H» ou |v et -g+f = 1. 

9. Après avoir exposé comment la notion de proba- 
bilité s'établit dans notre esprit , et comment elle peut 
dani certains cas être susceptible de mesure , il ne sera 
peut-être pas hors de propos de passer en revue les di"- 
verses acceptions qui ont été données au mot pfobable, 
dont est dérivé celui de probabilité, La racine est dans 
le mot probabilis , lequel , d'après l'analogie de sa for-» 
mation , doit signifier ce qui peut se prouver (^y, Cicéron 

{*) Probabilis , qui probari et credi potesU (Facciolati Leiic.) 
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a dit: tt Le probable est ce qui arrive, le pins aouvent , 

IV ou ce qai est établi dans Topinion , ou enfin ce qui a 

V ' en soi quelque similitude avec l'une ou l'autre de ces 
77 choses, que ce soit d'ailleurs vrai ou faux, n'importe,n 
définition qui ne parait pas très lumineuse (*). 

u Le probable , suivant Arîstote , est une proposition 
p qui paraît vraie soit à tout le monde , soit au plus 
D grand nombre , soit à tous les sages , ou à la plupart 
1» d'entre eux , ou aux plus célèbres (**). ri On voit 
bien là le fondement de cette ridicule théorie du pro^ 
babiUsme, suivant laquelle les théologiens Jésuites aifir^ 
maient que l'approbation donnée par un docteur grave 
è une proposition quelcojnque , suffbait pour la rendre 
probable ; théorie dont Pascal a relevé si plaisamment 
l'absurdité (JEuvres^ tom. I, p. 78). 
■ Aucun des passages que je viens de citer ne contient 
le vrai aens que donnent maintenant au mot probable les 
écrivains qui s'expriment avec exactitude, he probable 
n'est point x:e qui peut actuellement se démontrer, mais 
ce qui doit driver dans le plus grand nombre des cas , 
ce qui résulte du plus grand nombre des chances, ce qu'on 
peut af&rnier par plus de raisons qu'iln'j en a pour le nier, 
enfin ce dont la probabilité mathématique surpasse \, 

Un événement ou une proposition peut être plus ou 
moins prqj^iable qu'une autre; mais un événement ou 
unQ proposition peu pro6a&ie, est à peu près l'opposé de 



(^) Probabile est id , quod ferè fiéri splet , aut quod in 
opinions positum est y aut quod Juibet in se ad hœc quamdam 
similitudmem , sit^e id jaJUuMn est , swe verum, ( Ciccro , de 
Inventione , lib. I , cap. 39.) ^ 

(**) Probabile Aristoteli est propositio quœ otnnibus , aut 
pletisque, aut sapienttoribus , iisquevel omnibus , vel pleris- 
qucy vel celeberrimiSf vera videtur, (ChanTÎni, Lexicon pliiJaso- 
phicnip.) 
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OU n*était condamnée à l'oubli par Tamour-f-propre des 
fadmmed en place ^ dans la vue de cacher leurs fautes ou 
d'obscurcir le mérite de leurs prédécesseurs. En effet une 
circonstance bien digne d'attention^ et sur laquelle nous 
aurons occasion de revenir , c'est que les faits qui parais- 
sent les plus accidentels quand ils sont considérés un à 
un^ manifestent un ordre lorsqu'on peut en observer un 
grand nombre de simultanés ou de consécutif ; et le cal- 
cul fait voir comment, sans connaître la nature de leurs 
causes ni le nombre des combinaisons qu; les produisent 
ou les contrarient y on peut assigner des limites à leurs 
possibilités respectives , et par conséqueiit spéculer alors 
sur l'avenir conformément aux règles de la prudence (*)• 

Cette théorie assez récente , qui soumet au calcul des 
probabilités les questions dans lesquelles le nombre total 
des chances et ses rapports avec le nombre des chances 
de chaque espèce, sont illimités ou inassignables, sera 
exposée dans la seconde section de ce Traité ; la pre- 
mière ne comprenant que des questions où ces rapports 
peuvent se déterminer à priorL 

m 

(*) Lorsque ces seconrs nous manquent , ce serait encore mettre à 
profit les sages réflexions de Condorcet , qae de consigner âans des 
notes exactes les impresâons que nous recevons des objets oo des lec- 
tures qui nous frappent ,^ les principes que nous adoptons en coifso* 
quence de ces impressions , et les nmtifs sur lesquels ils sont appuyés, 
afin de pouvoir remonter , quand nous le Voudrons, à Torigine de 
nos jugemens , en nous reportant aux époques où nous les avons 
focmés , et en nous remettant sous les yeux les bases que nous leur 
avons données. Par de fréquentes revues de ce genre on rendrait, ce 
ine semble, ses déterminations plus constantes, ses changemens d'opi- 
nions mieux motivés ; et peut-être parviendrait-oa h séparer entiè- 
rement ce qui est dft aux forces variables des impressions , de ce qui 
constitue la vérité des choses, qu'on doit toujours chercher ; car 
« il ne faut pas recevoir les opinions de nos pères comme des enfans, 
» par la seule raison que nos pères les ont eues. » {Pensées de Marc* 
Aurèle, traduction de Joly, chap. ig, $ 29. } 
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SECTION PREMIERE. 

Détermination de la probabilité ^ lorsque le 
nombre des chances de chaque espèce y ou 
le rapport de ces nombres est assignable^ et 
peut se déduire à priori de t énoncé de la 
question. 

lâ. vJn a va dans le n^ 6 ^ que la probabilité (Tun 
événement avait pour mesure la fraction formée en di- 
visant le nombre de chances favorables à cet événe- 
ment 9 par le nombre total des chances ; en ayant soin 
d'ailleurs de n'employer pour cette évaluation , que 
des chances également possibles. Si donc on désigne 
par m le nombre de chances favorables à un événement, 
par n le nombre de chances contraires , sa probabilité 
«jera exprimée par 

m 
m-4-» 

et la probabilité contraire , par 

n m 

ou 1 — 



en sorte que si l'on représente par e la première de ces 
probabilités , la seconde sera i — e. 

Ayant, par exemple, un jeu composé de 3a cartes , 
parmi lesquelles il y a i^ figures y la probabilité qu'en 
tirant au hasard une carte de ce jeu ^ on aura une figure 
sera ^ ou | , et la probabilité contraire ^ ou \. 
a* édition, a 
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Dans cette question on ne considère que deux sortes 
de chances , celles qui amènent une figorei et<:elles qui 
amènent une carte d'une autre espèce ; il n*y a par con- 
séquent que deux sortes d*évènemens, dont Tune ne 
peut avoir lieinqu'à l'exclusion de Tautre : mais si Ton 
distinguait la couleur des figuras en considérant à part 
la possibilité de prendre une figure en cœur, en carreau, 
en pique oii en trèfle , on aurait 5 évènemens possibles* 
La probabilité d*avoir une figure dans une couleur > 
étant ^, puisqu'il y en a 3 dans chaque couleur^ le détail 
de tous les évènemens possibles donnerait les probabilités 

j: pour une figure en eœur, 

^ en carreau , 

^ i en pique , 

^ en trèfle , 

^ pour ne pas tomber sur une figure , fractions dont la 
somme compose l'unité. 

Il en sera de même quelque multipliées que soient les 
diverses sortes d'évènetnens possibles. Une urne com- 
prenant un nombre m de boules blanches , n de rouges, 
p de bleues, q de vertes, r de jaunes, s de noires , et 
de laquelle il faut tirer une boule au hasard , ofiFre six 
sortes de chances composant un nombre total ^ 

m'\'n+p + q + r+s = T, 

et donnant les probabilités 

-=, d'obtenir une boule blanche , 

^ une boule rouge , 

cV ainsi des 4 autres. La somme de toutes ces probabi- 
lités est 
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Je fierai obsenrer ici que tontes les questions de pro- 
bal^Iité auxquelles s'applique le calcul , peuvent être 
représentées par un tirage a faire dans une ou plusieurs 
urnes contenant diTorses sortes de boules^ ou par des dés 
ayant un nombre quelconque de faces marquées diver- 
semait. Pour concevoir le jet de pareils dés^ il faut les 
supposer d'une forme prismatique très alongée^ ou ter- 
minés par des pyramides , afin qu'ils ne puissent rester 
que sur les faces parallélogrammes. 

i3. Dans les exemples ci->dessus nous n'avons consi- 
déré que la probabilité absolue de chaque sorte d'évè- 
nemens ; mais il y a des questions qui mènent à ne 
considérer une probabilité que relativement à d'autres. 

Si , par exemple, dans le jet de deux dés on voulait 
connaître la probabilité d'amener le point 7 plutôt que 
le point 4 > il faudrait comparer ensemble les probabi* 
lités absolues de ces évènemens. On verrait dans le n^j, 
qu'il y a 6 chances différentes qui peuvent former le pre- 
mier point , et qu'il n'y en a que 3 pour former le se- 
(X)nd : les probabilités absolues sont donc r^ pour le 
point 7, ^ pour 4 > ®* li P^"^ '^^ autres points ; et , 
par conséquent, si deux personnes jouaient ensemble 
sous la condition, pour l'une , d'amener le point 7, et 
pour l'autre le point 4, en regardant comme nuls tous les 
autres coups, la première ayant 6 chances pour elle, 
tandis que la seconde n'en aurait que3> les probabilités 
seraient 

g g 

- pour le gain de la i'* , - pour celui de la a* ; 

9 9 

ce qui s'obtiendrait également en divisant la probabi* 

a. « 
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lité absolue du point 7 et celle du poiut 4> pu la somme 
de cei deux probabilités; car il viendrait 

56 _6 36 _3 

36^36 36 "^36 

On trouvera de même , que dans l'exemple de Tume 
contenant des boules de six couleurs différentes (la), la 
probabilité de tirer une boule blanche plutôt qu'une 
boule rouge, est 

m 

T _ m 
m n m-|-n * 

et la probabilité contraire,. c'est--à-dire celle de tirer une 

boule rouge plutôt qu'une boule blanche , ■ . ■ • 

Dans la détermination de la probabilité relative ,■ on 
fait abstraction de toutes les chances étrangères aux 
deux évènemens que Ton considère comme s'ils devaient 
seuls avoir lieu, puisque tous les autres sont nuls par 
rapport aux conditions qu'on s'est imposées ; et de là 
résulte , comme on l'a vu par les exemples ci-dessus , 
que la probabilité relative s'obtient en divisant la pro^ 
habilité absolue de l'événement dont il s agit , par la 
somme des probabilités absolues des deux évènemens 
que ton compare. 

i4* Il faut remarquer aussi qu'une probabilité peut 
s'obtenir en prenant la somme de plusieurs autres ; et 
cela arrive lorsque de plusieurs classes de chances on 
n'en forme plus qu'une seule , en cessant d'avoir égard 
aux. circonstances qui les distinguent. Si, par exemple , 
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on jouait avec deux dés sous la condition démener in- 
distiDctementsoit 7, soît 8 , on verrait par le tableau de 
la page 1 1^ qu'il y a six manières d'amener le point 7 , 
5 d'amener le point 8 ; la probabilité d'amener l'un on 
l'autre serait donc 



ce qui est d^ailleurs évident, puisque la condition pro- 
posée embrasse 1 1 chances sur l«s 36 que le jet peut 
amener. 

i5. Souvent l'événement attendu se compose du 
concours de plusieurs autres qui ont chacun leur proba- 
bilité propre, et desquelles il faut déduire celle dupre* 
mier. Si, par exemple , lorsqu'il s'agit de tirer d'un jeu 
de 3a cartes , une Egnre d'une couleur donnée , on par-* 
tage d'abord ce jeu en 4 paquets, dont chacun ne cou- 
tienne que les 8 cartes d'une même couleur , mêlées 
d'ailleurs d'une manière quelconque , la carte désignée 
pouvant être indifféremment dans l'un quelconque des 
4 paquets , la probabilité de mettre la main sur le pa- 
quet qui la renferme est ~ ; mais comme ce paquet 
Contient 8 cartes , sur lesquelles il y en a 3 qui rem- 
plissent la condition demandée, la probabilité de mettre 
la main sur l'une de ces cartes , lorsqu'on en prend une 
dans le paquet où elle se trouve , est |. Ainsi pour arri- 
ver à la carte demandée , il faut le concours de deux 
évènemens dont les probabilités particulières sont ^ et |. 
La probabilité de ce concours est le produit des deux 
précédentes; car puisque les paquets sont égaux, et qu'un 
seul contient la carte désignée , il ne faut chercher 
les chances qui la donnent que dans le j du nombre 
total des chances ; et comme des 8 chances renfermées, 
dans ce ^ , 3 seulement remplissent la condition dt^ 
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mandée , il faudra donc prendre les f de ^ pour obtenir 
le rapport du nombre des chances favorables , au 
nombre total des chances , ou la probabilité cherehée , 
qui serai Xi = ^. 

16. L'exemple ci-dessus peut être représenté parle 
jet simultané de deux dés , le premier ayant 4 faces , 
1 marquée ^ , les 3 autres blanches , et le second 
ayant 8 faces , 5 marquées i? , les 5 autres blanches : 
le concours des lettres A et B, sera précisément sembla- 
ble à celui des évènemens indiqués dans le n® précédent. 
Mais en raisonnant comme dans le n? •/ , on voit que 
l'une quelconque des faces du premier dé pouvant se 
présenter avec toutes celles du second , le nombre total 
des chances sera 4 >!C 8=:3a , et sur ce nombre 3 seule* 
ment , formées par la combinaison de la face A du pre- 
mier dé avec les 3 faces B du second , rempliront la 
condition demandée; la probabilité cherchée sera donc 
^=:^.| , comme' on l'a trouvé d'une autre manière. 

17. En général , soit j— la probabilité d*un évè- 

nement^ — Ç— celle d'un autre ; la probabilité de leur 

P + 9 
concours sera 

m'i-n P+9 (jfn + n) (p -j- q) ' 

car le genre de hasard proposé peut être assimilé au 
jet de deux dés ^ dont le premier aurait jn faces mar- 
quées ji, et n faces blanches , le second p faces mar*- 
quées B et q faces blanches. Alors le nombre total 
des chances possibles serait (m +71) ip +q); mais sur 
ce nombre, il n'y aurait que les mp combinaisons 
des faces marquées A avec les faces marquées B qui 
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produiraient réyènementdeiuandé; ainsi la probabilité 
du concours des évèoemens AeXB serait 

W ^ ^^ P ^ 

(zn+ii) (p+9) m-^n p + 9' 

On étendrait sans peine ces considérations au con- 
cours de trois éyènemens A, B, C, dont les probabi- 
lités particulières seraient 

m p , r 



On trouverait pour la probabilité de ce concours 

(jn+n)(p+q)(r+s)~m+n^p+q^r+s' 

et ainsi de suite , quel que f&t le nombre des éyènemens. 
En ' désignant sous la dénomination de probabilité 
simple, celle de chaque événement pris en particulier ^ 
et de probabilité composée, celle de leur concours , on 
peut donc poser généralement ce principe : la pro-- 
babilité composée s'obtient en faisant le produit des pro^ 
babîlités simples. 

18. La considération des probabilités composées , 
dispensant de former le développement de toutes les 
combinaisons possibles , abrège quelquefois les calculs : 
en yoici un exemple assez simple. Supposons qu'on ait 
assemblé dans un paquet les i3 çarXes d'une mêm£ 
couleur qui se trouvent dans un jeu complet de 5a 
cartes, et qu'o/i demande la probabilité que les deux 
premières cartes du paquet soient un as et un deux ; la 
probabilité que Yas foit à la première place est 7^ ^ 
puisque cette carte pourrait occuper Tune quelconque 
de» i3 places du paquet 5 cette carte ôtée, il en reste 
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« 

m ; ainsi la probabilité que le deux se trouvera la pre-- 
mière carte de ces i si , sera -^ : la probabilité du con* 
cours de ces deux évènemens sera donc 

i 1 1 

Pour résoudre cette question en remontant à l'énu* 
mération de toutes les chances possibles , il faut 
d abord chercher le nombre des arrangemens dont 
peuvent être susceptibles i3 cartes, et qui, d'après 
la formule des permutations donnée dans les Élémens 
d'Algèbre^ est le produit i, a.3.* ..ii.ia.iS. Oa 
observera ensuite que lorsque deux des iS cartes du 
paquet ont une place déterminée , il en re^te 1 1 que 
l'on peut arranger entre elles de toutes les manières 
possibles, c'est-à-dire de i.a.3,...ii manières: ce 
sont là les chances qui produisent l'événement désiré | 
dont la probabilité sera par conséquent 

1 , 2 . 3 .... 1 I 



1 .a. 3. • . .11. la. i3 



En supprimant les facteurs i.â.3....ii, communs au 
numérateur et au dénominateur, il viendra seulement 

1 1 

iâ7r3~T56' 

ainsi qu on l'a trouvé ci-dessus* 

« 

19. La question suivante montrera mieux encore 
la facilité que la considération des probabilités compo- 
sées procure pour résoudre les problèmes , et donnera 
lieu à quelques remarques utiles. 

Soient deux urnes dans l'une desquelles il y ait 
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& boules blanches et i noire ^ et dans l'autre 4 boules 
blanches et i noire ; on demande la probabilité d'ame-* 
ner une boule blanche , en prenant au hasard dans 
tune quelconque de ces urnes. La probabilité qu*oa 
mettra la main dans la première urne étant ; , et la 
probabilité qu'il sortira une boule' blanche de cette 
urne étant | ^ la probabilité du concours de ces deux 
évènemens est donc ^-f ou |. 
On a de même pour le tirage dans la seconde urne , 

* A — — ^ 

4*5 Tô- 

Les deux probabilités | et -5% doivent s'ajouter ; car, 
suivant ce qu on a vu -dans le n® 8 , chacune de ces 
fractions exprime uue partie des chances favorables 
à l'événement demandé , rapportée à la totalité des 
chances favorables ou contraires , prise pour unité : on 
aura donc pour la probabilité totale 

^-lA— 1^^ — 11 
6"^io~3"*"5~i5* 

La probabilité de tirer une boule noire se calcule 
de même. On trouve pour la première urne i . -^ , 
p.our la secondé ^ . -J, et la somme ç +^0 ="i^« En 
l'ajoutant à 75;, il vient l'unité, ainsi que cela doit 
être , puisqu'il s'agit de deux évènemens dont l'un ou 
l'autre arrive nécessairement. 

Pour achever d'éclaircir ce sujet , je vais résoudre la 
mêmequestioii, en considérant les deux tirages conjointe- 
ment, et je préviendrai d'abord une erreur dans laquelle 
il paraît facile de tomber. Au premier coup^'œil , on 
pourrait penser que puisque les deux tirages s'opèrent sur 
la totalité des boules contenues dans les deux urnes , et 
âont le nombre est 8 ; sur lesquelles il s'en trouve 6 blan- 
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cbes , la probabilité d*en obtenir une de cette couleur 
cit I ou I, fraction qui surpasse};. 

L'erreur que l'on commettrait vient de ce que pour 
mettre en commun les boules de la première urne 
avec celles de la seconde , il faut que le nombre en 
soit le même dans l'une et dans l'autre , afin que toutes 
les chances soient également possibles > ce qui n'aurait 
pas lieu sans cela. En effet , les boules étant séparées , 
la probabilité d'avoir une boule quelconque de la pre- 
mière urne est égale à celle d'avoir une boule quelcon- 
que de la seconde urne; mais quand on mêle les boules» 
qui sont alors au nombre de 8, sur lesquelles trois sont 
de la première urne et 5 de la seconde , les probabilités 
précédentes deviennent inégales , la première étant | et 
la seconde |. 

Cette inégalité disparaît lorsqu'on réduit au même 
dénominateur les probabilités f et | , relatives au 
tirage d'une boule blanche dans chaque urne, ce qui 
d'ailleurs n'altère point les valeurs respectives de ces 
probabilités. En procédant ainsi, on change les frac- 
tions f et I en-f|et tI : alors la première urne est censée 
contenir lo boules blanches et 5 noires, la seconde , lâ 
boules blanches et 3 noires , les probabilités respectives 
sont les mêmes qu'auparavant , et le nombre total des 
boules est devenu le même dans chaque urne ; considé- 
rant donc ces boules comme réunies dans une seule 
urne , au nombre de 3o , dont âa blanches , on a 
pour le tirage de l'une de celles-ci la probabilité ff 
ou 75. . 

On s'assurera en général de l'identité des résultats 
obtenus par l'un et par l'autre de ces deux procédés, en 
supposant des urnes en nombre a , contenant chacune 
m boules blanches et n noires, et des urnes en nombre 
b , contenant p boules blanches et q boules noires. Par 
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le premier procédé » on aura pour la probabilité du ti« 
rage d'une boule blanche^ 

g m , b p gm( p-j-<y)+&p(yn+ii) 

a-^b m+n a+b p+q (û+i)(m+i»)(p-f-9) 

om^-f-ipr 

ers ' 

en faisant pour abréger 

a-f-& = c^ m + 7i=r, p+ç=r5. 

Si Ton réduit au même dénominateur les firactiona 
— , -, il viendra — i — > et Ton pourra remplacer 

■ s g s iS 

toutes les urnes par une seule contenant ers boules sur 
lesquelles il y en a ams -f- bpr qui sont blanches ; d'où 
résultera la probabilité trouvée ci-dessus , bien dififé^ 

rente , en général , de la fraction — . , formée en 
° ar+bs 

divisant le nombre actuel des boules blanches par le 
nombre total et actuel des boules. 

Mais ces expressions s'accordent, i®. lorsque le nom- 
bre des boules est le même dans chaque urne, ce qui 
donne r=5, d'où 

ams + bpr am -|- bp ^ 

ers ar + br ' 

a*. Lorsqu'il y a dans toutes le même rapport entre 
le nombre des boules blanches et celui des boules noi«* 
res ', car si l'on désigne ce rapport par /e , on a 

nz=:km, q=:kp, r=wi(i + ft), J=:p(l+ft), 

ce ^i réduit 
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ers ar-^bs i+S' 

Cet exemple fait voir combien il est aisé de se 
tromper dans la recherche des probabilités; et il 
s*en présentera encore d'autres du même genre dans 
la suite. 

Détermination des Probabilités dans Us épreuves ré-^ 

pétées des mêmes hasards. 

ao. J'entends ici parépreux^es répétées , les jets suc- 
cessifs d'un même nombre de dés semblables , ou les ti- 
rages de numéros pris dans une urne , et remis chaque 
fois , afin de conserver toujours le même rapport entre 
le nombre de chances de chaque espèce. 

Ce genre de probabilités se détermine d'abord par la 
considération des probabilités composées. Se proposier « 
par exemple , d'amener deux fois de suite le point 6 , 
en jetant deux fois le même dé, c'est demander le con- 
cours de deux éyènemens dont la probabilité simple est 
^; on aura donc pour la probabilité cherchée (17) 
^X^:=^'> on trouvera de même que la probabilité 
de ne pas amener du tout le point 6 est |X|=|f*^ 
La somme de ces deux probabilités n'est pas 1 , parce 
qu'outre les deux évènemens que nous venons d'indi- 
quer , il y a encore celui de n'amener 6 qu'au premier 
jet y ou de ne l'amener qu'au second : la probabilité 
du premier événement est ^.f =«^^ celle du second ^ 
|.^=^; et la réunion des quatre probabilités qu'on' 
vient de trouver > donne 
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An lieu de calculer ainsi» Fane après raiitr« , les 
probabilités des divers éTènemens qui résnltent des jet» 
suocessifi da même dé , on peut les obtenir toutes à In 
fois dans une même fonnule. Il suffit pour cela da 
considérer que si dans une épreuve il y a m chances qui 
produisent l'événement ji , n chances qui produisent 
révènement B , sur le nombre (ni-(-n)(m-f-'*) 
= (m -f- ny qui embrasse tous les arrangemens pos« 
sibles des chanbes dans les deux épreuves » il y en 
aura m* qui produiront la succession Ajé , tihi la suc- 
cession j{B^ nnv la succession BA, et n* la succession 
BB (17) ; en sorte que les probabilités pour obtenir les 
évènemens composés comme il suit, 

AA, AB, BA, BBf 

sont respectivement 

m* mn mn n* 



(m+ny* (m + ny' (m+ny* (m+ny' 

Si l'on ne distinguait pas Tordre des évènemens sim- 
ples » on regarderait comme ne formant qu'un seul évé- 
nement composé , les arrangemens AB et BA*, alors la 

probabilité d'obtenir l'un 'ou l'autre serait ; ; — r; ; 

* {jn -f- n) 

en sorte qu'il n'y aurait plus que trois évènemens com« 

posés 

AA, AB, BB, 

ayant les probabilités 

m* f^mn ' n* «. 

{m + ny (m + n)* ' (m + ny^ 

dont les numérateurs sont les termes du développement 
de la seconde puissance du binôme m-^Uf et dont la 
somme est égale à Vunité. 
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On trouve d*une manière semblable les diverses pro- v 
babilités pour un nombre quelconque d'épreuves , dans 
le développement de 

{m+n)P=7nJP+^mP-'n+^'^^mP--^n* 



J .52 



^ p(p-0(p--a)...(p-y-H)^^^^_ 

i.a.o .q 

Le premier terme^Tn'' indique le nombre de chances 
qui ^ sur un nombre p d'épreuves, donnent p fois Tévè- 
nement ji; 

Le second terme ^ mJ^^^n^ le nombre de chances qiiî 

donnent p — i fois l'événement ji et une fqis l'événe- 
ment B, dans quelqu'ordre que ce soit ; 

Le terme général P^=i^Çp=:|^:::(£Z5±l),^^. 

le nombre de chances qui donnent p — q fois l'évé- 
nement A et q fois l'événement B , sans distinction 
d'ordre. 

Si l'on voulait établir une succession déterminée , il 
faudrait supprimer le coefficient et ne prendre que 

En divisant donc chacun de ces termes par le nombre 
total des chances qui est (m-^^ny, on aura les probabi- 
lités de chacune des successions dlévènemens simples 
auxquelles ils se rapportent. 

21. Pour vérifier directement ces énoncés, il n'y a 
qu'à désigner par 

m' et n\ m" et n*^, m" et n", etc., 

le nombre des chances qui amènent les évènemens A 
et i? à la première, à la deuxième, à la troisième , etc.. 
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épreuve, et développer les produits , 

(mr+n')Çfnr+nr), (m'+nT) (m'-^^') (m^+ii*) , etc. 

On a pour le premier 

m m -f-Tîi 11 , 

+ nm' + n'n\ 

pour le second 

mm m -4- m m n ^ 

. + m^n'm^^ m'n'nT, 
-|- nm'm* + nm'nT, 

etc. 

D'après ce qui a été dît dans le n^ 17^ un terme 
quelconque de ces produits exprimera le nombre de 
chances qui donnent l'événement composé des évè- 
nemens simples ji et B , répétés , le premier autant de 
fois que la lettre m entre dans ce terme, et le se- 
cond autant de fois qu'y entre la lettre n , les accens 
marquant d'ailleurs l'ordre des épreuves. Par exemple, 
les termes 



pondent aux successions 



Si maintenant l'on poôe m' = jw' = m* = m , et 
n' = n" = n*' = /i , ce qui changera 

(m' + n') (m" + n") (m' + tT) en (m + ^)^ 

les termes indiqués cî-dessns deviendront tous égaux à 
m*n, nombre qui sera celui des chances relatives à 
chacun des trois évènemens désignés , tous distincts ^ 
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lorsqu'on Bxq Tordre de la succession de» éyènemeni 
simples dont ils se composent. 

Si Ton fait abstraction de cet ordre , fls ne for- 
meront plus qu*un seul événement répondant à la 
somme de toutes leurs chances » c'est-à-dire 3/i»M » 
expression qui ne diffère de rn^n que par le coeffi- 
cient que ce produit obtient dans le développement 
de (m -h iif. Il est aisé de voir qu'on arriverait aux 
mêmes conclusions pour un nombre quelconque d'é- 
preuves. 

as. Soit pour abréger 

= c, __- = i— e=/; 



m -f- »* TU -f- » 

« 

le développement 



mJ* p m' 

+ r 



-^ p(p— i) m^n* 



duquel se tirent toutes les probabilités des divers évè- 
nemens composés que peut offrir un nombre p d'é* 
preuves (ao) , se changera en 

formule dans laquelle un terme pris isolément exprime 
la probabilité d'un événement composé de A répété au- 
tant de fois que le marque l'exposant de la lettre e , et 
de B répété autant de fois que le marque l'exposant de 
la lettre /* 

Le plus souvent on ne fixe pas d'une manière pré- 
cise le nombre de répétitions du même événement; 
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tnais on lui assigne seulement une limite. Cest ainsi 
qu'on pept chercher la prob^Ulité de n'ayoir p^ moins 
de p — 1 éyènemens A sur le nombre p d'épreuves » 
énoncé qui admet aussi le cas où il anriyerait p évène* 
mens A^ et auquel satisfont par conséquent les denit 
premiers termes de la fcarpMde ci-dessus ;. la probabilité 
de ces évènemens sera donc iodiqnée par 

isomme des deux premiers termes* 
De même la somme des ttob premiers « 

indiquera la probabilité de ne pas avoir moins dep-»!2 
évènemens A^ et plus de a évènemens B. 

Et en gçnéral la spipme des termes de la formule , 
depuis Je , premier jus^'à celu^ qui est affecté de 
e'*^^, c'est-à-dire 

indiquera la probabilité de n'avoir pas moins as p'^tf 
éyènemens A çt plus de q^ ^vèuçme^is B. 

51, par e:^e^ple, on demande lapTobal^ilité d^ameneif 
le ppint 6 au u)p,ins s fois dans quatre jets successifs 
d'un 4é à six l'^ççs; on fera 

et il ykîMJra pour cette probabilité , 

a* édition, 3 
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1 1.5 -^1.25 l4-20+l5o 

= — ^, entre - et q. 
1298 7 o 

Si Ton eût demandé seulement d'amener G au moins 
une fois , il aurait fallu prendre la somme des 4 premiers 
termes du développement de (c +/)* ; mais comme 
€ +f= 1 , et que par conséquent (e -|-/)*=: 1 , la 
somme des 4 premiers termes est égale à 1 — ^ ; il est 
donc plus court de calculer directement le terme /^ 
pour le retrancher de l'unité , ce qui donnera 

5Î— 6a5 _ 671 

^■"64""* 1296" 1296 



pour la probabilité demandée ; et puisqu'elle surpasse j ; 
il en résulté qu'il est probable que le point 6 arrivera an 
moins une fois dans quatre jets (9). 

La probabilité de l'événement contraire e8t^=^^ , 
puisque ïe terme f^, ne contenant pas la lettre e, in- 
dique la répétition des seuls évènemens B ^ c'est donc 
par sa contraire que n^us avons déterminé la probabi- 
lité demandée ; et il faut opérer ainsi toutes les fois que 
l'expression de la première .est plus simple que celle de 
la seconde. 

23. On voit encore par l'exemple précédent comment 
la probabilité d'amener le point 6 au moins une foiç , 
qui n'était que ^ à la première épreuve , s'est accrue 
par la répétition des jets du dé. Ce changement peut 
faire naître la question suivante : déterminer le nombre 
tPépreuves nécessaire pour quun événement acquière 
une probabilité donnée? Si l'on demandait en^ombien 
de jets du môme dé on obtiendra la probabilité g 
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qjae le point 6 arrivera au moins une fois » on aurait 
e=:^, /=i> q==^p'^ 1 , et il faudrait déterminer p 
par la condition que la somme des termes 

fût égale à g, ce qui ne pourrait se foire immédiate* 
ment que par des essais répétés; mais en prenant la 
probabilité contraire, exprimée par le seul ternie y^» et 
qui , dans Thypothèse proposée, doitêtre égale à i ^^g 
ou ft , on aura l'équation 

/»=*, d'où plog/=log*,p=l§^. 



Ki7' 



I» r 



Si rpn substitue aux lettres/* et k, les fractions - # t t 
on trouvera 

1 r 
— !l? — îLzJr 

, n k— 11** 
• 1 .- 

s 

J'appliquerai cette formule w problème qui parait 
avoir été le premier de ce genre que les géomètres 
aient résolu , c*est celui de trouifer le nombre de jets de 
deux dés, dans lequel il y a autant de probabilité <fa- 
mener deux six (ou sonnez) que de ne pas le faire. 
Pour cet exemple , on a 

1 1 35 là 

^=5' "=36 '-^^gg^^). d'oùp3=jgg--^ = a4,6 ; 

ce qui montre que l'événement proposé est moins pro-* 
bàble que le contraire , quand on n*embrasse que a4 
jets, et plus probable, quand on en prend a5. 

3.. 
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s4' Cette conctusion paraissait fausse au chevalier de 
Méré qui proposa le problème à Pascal dont il tourna les 
méditations sur le-caloul des probabilités. Ce chevalier, 
homme d*esprit , mais étranger aux Mathématiques , 
croyait que pttisquil - suffisait de 4 jets pour arriver à 
une probabilité surpassant ^, d*amener le point 6 avec 
un seul* -dé» Qili n^ofirait que 6 chances à chaque 
cbup y le jet de d^nx dés en présentant 3&, ou 6 fois 6 , 
il ^vait suffire de 6 fois 4 ou 5b4 jets, pour obtenir le 
même résultat par rapport à révônemcnt 6,6 (ou 
sonnez) ; le contraire lui ^aramsdt un grand scandale, 
qui lui faisait dire hautement que le^ propositions n'e- 
taient pas constantes ,> et qUe F Arithmétique se démena 
tait» (Lettre de Pascal à Fermât , Œuvres de Pascal, 

t. IV, p.,419-) 

La difficulté précédente , fondée sur Tignorance des 
formes du calcul , n*est pas la seule quon ait élevée 
contre Tévaluation des probabilités dans les épreuves 
répétées : d'Alembert a v<)ulu jeter du doute sur les prin- 
cipes mêmes. L'exposition et la réfutation d*une seule 
de ses objections suffira pour les faire apprécier toutes; 
car elles n*ont obtei||rassçntiment d*aucun géomètre 
distingué, et elles prouvent seulement qu'il peut ar- 
river aux hommes le plus justement célèbres^ de s'é- 
garer même dans un sujet fort simple* 

Suivant d'Alembert , lorsqu'on jette un dé à deux 
face^ que je désignerai par A çX B , le. pari d'amener 
la face A au moins une fois en deux coups , n'a en sa 

faveur qu'une probabilité s au lieu de ^ que donne le 

. 4 . . 

principe du n° 20; car, dit-il , si Ton amène A du pre- 

mîer coup, le jeu est fini, et si Ton amème au contraire 

la face B ,\\ fatUdra* jouer le second coup qui donnera 

A on B, en sotte qu'il ne peut réèlîement arriver que . ' 



DES PROBABILITÉS. ^n 

l'uo de ces 3 éirènenieiM » A, BA ^ BB » dont a font gar 
gner le pari (^. Cela est vrai; mab TeiTeur consiste à 
supposer aux deux derniers la même possibilité qu'au 
premier : elle est du genre de cellç qui a été indiquée 
dans le n* ig. 

£n effet > la probabilité de Tarrivée de A au premier 

coup est - ainsi que celle de j9; mais celle des évène- 

mens composés BA et BB , qui n*ont lieu qu*au 
deuxième coup , est , avant le premier coup , 

- . - = -2 - ^ÎA^^ 1^ joueur qui parie d*amener A au 

moins une fois^ a en sa faveur » avant ce coup , la pro- 
babilité 

a + 4 4' 

la même qn on obtiendrait en embrassant tes quatre ar- 
rangemens que présentent les deux épreuves combinées 
ensemble^ savoir, 

AA, AB, BA, BB(^*). 

£i)lgénéral , il est visible qu*il y a le même nombre 
de cbanc^ dans njets successifs du même dé> et dans 
le jet simultané de n dés semblables. Il paraît, par les 
Lettres de Pascal à Fermât, qu il était tombé d'abord 
dans une erreur analogue à celle que nous venons de 
relever (***). 

a5. On peut aussi déterminer les probabilités simples 



(*) Opuscules mathématiques de d'Alemhertf lom. II , p. ao. 
\**) Essaiiphilosophique sur les Probabilités , page i3 <lc U 
quatrième édition ia-8^. 

(*♦*) Œuvres de Pascal , tom. IV, p. 4>}' 
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d'après celles des éyènemens composés. Par exemple, 
un joueur ayant reconnu que , dans une partie formée 
de trois points^ il peut en céder deux à son ndverscdre > 
pour établir entre eux l'égalité , on demande la proba* 
bilité qua le premier joueur de gagner un point. 

Il résulte de Ténoncé qu'il a la probabilité l de ga- 
gner trois points de suite, puisqu'il perdrait la partie 
si son adversaire en gagnait un auparavant : Ton a 
donc pour ce cas 

e?=i, d'où e = -^, 

ce qui revient è environ 0,7937, un peu moins 
de|. 

Si le premier joueur ne cédait qu*un point sur trois , 
alors les chances en sa faveur, seraient de gagner les 
trois points de suite, ou en quatre coups au plus; car s'il 
manquait deux coups, son adversaire gagnerait la partie ; 
ainsi l'on aurait 

e< + 4ey=J, ou 46»-3e* = i, 



en mettant pour/*, sa valeur 1--6. Cette équation éftmt ré- 
solue ferait connaître e ; on trouverait o,G 1 43 environ (*). 

aS. La considération des divers évènemens composés 
qui peuvent arriver dans les épreuves répétées du même 
jeu , mérite toute notre attention , parce qu'elle fournit , 
ainsi que l'a remarqué d'*abord Jacques Bemo^illi dans 
la quatrième partie de ïjérs conjectandi, et ensuite 
Gondorcet dans ses divers écrits sur le Calcul des Pro- 
babilités , les meilleures bases qu^ l'on puisse donner à 



(*) Doctrine ofChéLnces , p. 35. 
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la philosophie de ce calcul , pour fonder Tutilité de ses 
applications. 

Les termes du développement de (m + ny indiquant 
les chances favorables à chacun des évènemens compo- 
sés qui, dans un nombre p d'épreuves , peuvent résulter 
des diverses. successions d*évènemens simples A et B , 
il est facile de déterminer lequel de ces évènemens com- 
posés a le plus de chances en sa faveur , et est par 
conséquent le plus probable. Il suffit pour cela de cher- 
cher quel est de tous les termes du développement 
(tu "f* ny^ celui dont la valeur est la plus considérable» 
Avant de passer à la solution générale de ce problème , 
je crois à propos d'en donner quelques exemples nu- 
mériques pour ceux des lecteurs à qui l'Algèbre ne serait 
pas très familière. 

Premièrement , si Von fait 711=: n, le plus grand terme 
sera celui qui occupe le milieu de la formule quand le 
nombre p est pair ; et lorsque ce nombre sera impair , 
il y aura deux termes consécutifs égaux , surpassant 
tous les autres et placés aussi dans le milieu du dévelop- 
pement , comme on le voit ci-dessous dans les pre- 
mières puissances du binôme m+n , 

(m-f-/i)*=in*-|-amii -+■ »% 

lm^ny:=2m^+4m^n+ 67h*/i* + 4mn^ -4- n^ 
(jn+ny=: m*+ Stii^ti -f- 1 om^ri^+ 1 om*7i^-t- 5m7i*-|- 71^. 

Les termes amn et 6m^n^ du milieu de la seconde et 
de la quatrième deviennent respectivement âm^etGTrt^, 
lorsque m = n, et ce sont les plus considérables^ parce 
qu'ils ne diffèrent des autres que par leur coefficient 
qui est le plus grand de tous ceux de la formule. Le» 
termes Srn^n et 5mn^ dans la troisième puissance , se 
changeant en 3m^, deviennent égaux; il en arrive au- 
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tant , dans la cinquième , aux termes lom^n^ et lom^n^ 
qui se changent en lom^et ont le plus grand coefficient» 

Il résulte de là que si Ton coiiiddère un fea où le 
noihbfe dés èhances ^oit le tùêiûe eu faveur de Té- 
vénemeÀt A et de soh coàtraire B^ les évènëûiens 
composés les plus probables séroât i fbid ^ et i 
fois B dans ;â épreuves > â fois A et û fois B dans 4 
épreuves , et ainsi de suite lorsque^ lé noînbre des 
épi^euves est pair. Qudnd ce nouib^-e est impair , il y 
Si. dans àïiaque épreuve deux évèneméns composés 
dont ta probabilité est égale et surpasse ùe\h de tous 
les autres, savoir, ceux d*aniener a fois ^ et i fois 
By ou a fois B et i fois A dans 3 épreuves, 3 fois 
^ et d fois B, ou a fois A et 3 foiâ B dans 5 épreu* 
ves, et ainsi de suite. 

Les p^obabihtéd dé ce» divers évèueineiis éerout 

pour 1 fois A et i fols B ' " ; ■ \ ' ss: -j 3= - , 

(m + m)» 4 2 

a fo« ^ et a fo« ZJ (;j:p5j;=ïÇ = 8 , 



pour a 



fois -^ et 1 fois B ) Sm* 3 



} 



ou 1 fois A et Q fois B i (m-f"'»)^ 8' 

pour 3 fois ^ et a fois B i lom^ *-.i2 ^ 

ou a fois ^ et 3 fois B J (m+m)* "~"3a i(>* 

Ces diverses probabilités décroissent à mesure que le 
nombre des épreuves augmente 5 et cela est tout sîm-* 
pie , car si chacune est la plus grande de toutes celles 
qui naissent du nombre d'épreuves dont elle fait partie,, 
elle né répond qii*à un seul des évèneméns composée 
qui se multiplient i mesure que Ton embrasse un plus 
grand nombre d'épreuves. 
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Il n'en est paâ ainsi pour les probabilités relatives des 
diye^ évènemens compo6és'fbarnis par le même nombre 
d'épreuves. Par éTceittple , la probabilité d'amener plu- 
tôt I fois ^ et 1 fois B, qud 2 fols A y étant le quotient 
dé hl probabilité absolue du prémiefde ces deux évè- 
nemens composés , par la somme des probabilités de 
l'un et de l'autre (i3) , on aijra 



â 



i + i-3* 

La probabilité d'avoir plutôt â fois >^ et â fois B que 
4 fois A de suite ^ se trouvera de même égale à 

3 

b 6 



16^8 

fraction qui surpasse |. On obtiendrait toujours des 
résultats semblables , en poursuivant le calcul , et 
on en conclurait la différence de possibilité entre 
les évènemens composés de la répétition constante 
du même événement simple , et celui dont la com- 
position se rapproche le plus du rapport de pos- 
sibilité des évènemens simples. Le seul bon sens 
suf&t sans doute pour' mener à ces conclusions , mais 
il n eii-pbuirrâit donner les valeurs précises , de même 
qu ii n'avait pu faire deViiièlr au chevalier de Méré 
là réponse â la question qu*il s'était proposée ; l'em- 
ploi du calcul âera donc indis^pensable toutes les fois 
qu'il s'agîrà de déterminer des valeurs résultantes d'o- 
péirations compliquées ou comprises dans des limites 
étroites. 



r 
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27. Les formules géuéraies correspondantes aux re- 
marques du n° précédefnt ^ se pr(§8entent d'elles-mêmes, 
puisqu'il ne s'agit que de calculer le terme qui tient 
te milieu dans le développement d'une puissance paire^ 
du binôme , ou Içs deux qui en prennent la place ,. 
quand la puissance est impaire. 

L'expression du premier est 



m n 



1 fl ^ 






1 2 P- 



lorsque m:=zn' celle des autres est 

P(P — 0---Q>— ^-^ hi) ^(^-1) i(p4-'). 



p — 1 
a 



m n 



_p(p-0...(P±i+.) 



771''. 

p— 1 

J • 3 • • • • "^■■■■^'■■^ 

a 

Pour en calculer la valeur, quand p est très grand , il 
faudrait former des produits composés d'un nombre con^ 
sidérable de facteurs , ce qui devient bientôt impratica- 
ble, à moins qu'on ne s'aide d'une formule très curieuse 
et très commode , découverte par Stirling , ou de celles 
que M. Laplace a données dans les Mémoires de l'Aca-^ 
demie des Sciences, années 1781 et '178a, et dans sa 
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TTtéorie analytique des Probabilités; on trouvera la 
première dans la note I » à la Bn du présent Ouvrage. 

En l'employant au calcul de la probabilité d'obtenir 
5o fois l'événement A et 5o fois l'événement B sur loo 
épreuves ^ on trouve 0,0795893 ji|>robabilité très petite 
en elle-même > parce qu'il ne s'agit que d'un seul évé- 
nement pris parmi 101 ; mab si on la compare à celle 
d'amener 100 fois de suite l'événement A, on aura 

0,0706 ^ . . 1 . 

• ^ , ou a très peu près 1 — -rrrr> ? 1 

1 . c Q'^^X 0,0796 ' 

— 4-0,0796 \ '^ 

ce qui ne diffère pas sensiblement de l'unité , puisque le 
dénominateur de la fraction qu'il faut retrancher de 
cette unité , étant développé , aurait 3o chiffreis. 

Ce résultat montre la différence énorme qu'il y a 
entre les possibilités respectives des deux évèuemens 
dont je viens de faire la comparaison; mais aussi il 
faut observer qua la probabilité d'amener sans inter- 
ruption, soit l'événement A^ soit l'événement B , est 
plus petite que celles de tous les autres évènemens 
composés ; celles-ci vont en augmentant à mesure qu*on 
se rapproche du terme moyen. 

â8. Lorsqu'il n'y a pas le même nombre de chances 
. en faveur de chacun des évènemens simples A et B y 
Y événement, composé le plus probable est encore celui 
dans lequel le nombre des évènemens A est à celui des 
évènemens Bf dans le rapport eu nombre des chances 
favorables au premier, au nombre des chances favora- 
bles au seconde ^' 

Pour bien faire comprendre cet énoncé y prenons 
7»=:^, 71=2, et faisons successivement p=5, =10. 
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Dans le premier cas , le terme le plus considérable du 
développement de (/n+n)* sera 

? • o . j 1080 1080 . 1 

iom^ii»=:: 1080, et donnera -p- = ^-^, ^nvuron = , 

pour la probabilité d*obtenir en 5 épreuves , 3 fois l'é- 
vénement -^ et 2 fois l'événement B, Le plus grand 
terme du développement de (m + zi)'** est 

^ '^ g ' '? mV = a lowi^/i* = 210 . 5* . a^ = 2449440 ^ 

d*oà il résulte 

siio.5*.Q* 2449440 . a 
ùlàa ' " ~ ^= gg/» g I environ -, 

pour la probabilité d*amek)er en 10 épreuves, 6 événe- 
ment ^ 6t 4 évènemens B , nombres qui sont dans le 
rapport de 3 à a. Cette probabilité est moindre que la 
précédente , par la raison dé)à alléguée dans le 
n** a4 'i ^^ ®^le ^t toujoun la plus grande relative- 
vement à toutes celles qui se déduisent dn même 
développement. 

Les multiples de 5 pouvant seuls se partager en deux 
nombres entiers qui sont entre eux dans le rapport de 
3 à a , le développement ûe9 puissances dont Texposaut 
n'est pas un multiple de 5 , ne contient pas de ter-* 
mes où les e^posans ces lettres m et n soient dans ce 
rapport; mais les termes qui ^prochent le plus de 
remplir cette condition , sont les plus considérables. 
Cest ce qu'on va voir par la détermination algébrique, 
du plus grand terme du développement de (m + ny. 
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29. Le terme général du développement de (m + ny 



étant 



i.fl.3..«..... q ' 



» ■ 



est précédé par 

p(p^.).(p,a).....(p^^-fa) ^_,^.^,_. 
i*fl.3..... (9 — 

et en divbant la première de ces expressions par la se- 
conde, on anr^ 

• . q m 

m 

pour le rapport de deux termes consécutifs pris à une 
place quelconque du développement proposé , valeur 
^i dîminne à mesaréque le nombre q augmente. 

Cela posé /il est évident qumi terme surpassera celui 
qui le précède 9. 10U sera moindre^ selon que 

C—VJT-. ->i, ou <i. 
q m 

Dans le preinier cas on aura 

et danâi le second 

pn-^qn + n^qm^ d'où -c > ^ -, ^ > 

I-a valeur de 9, après laquelle le rapport dont il 
s*agit devient moindre que 1 , étant celle où s'arrête 
l'accroissement des termes consécutifs , donne néces- 
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sâirement le plus grand terme , à partir duquel les au- 
tres vont en décroissant vers chaque extrémité du dé- 
veloppement. 

Si ^ , était un nombre entier, en le prenant 

m + n ^ 

pour la valeur de q,le rapport dont il s'agît serait pré- 
cisément égal à l'unité ^ et il y aurait deux termes con- 
sécutifs égaux , et plus grands que tous les autres. 

Dans le cas contraire, il faut prendre pour la première 
valeur de g le nombre entier immédiatement au-des- 
sous de ■■ 7" ^> ^^ 9^^> P^ conséquent) en diffère de 
moins que Tunité : ce nombre est donc compris entre 

«~ — — 1 =^-— î^ — et ^ , . 
m-f-n m + n m + n 

q est donc le nombre entier compris entre les deux nom- 
bres ci-dessus . dont la différence est r — = i- 

m + n 

Lorsqueprsr (m-hn)» il vient 

'^ <^'^ "^ 7:nr« ®* >rn— - . ■ » 

H» -f- n TU -f- n 

q est donc le nombre entier m, et par conséquent 
p^^qzszrm. 

Maintenant , soit M le terme le plus considérable du 
développement de (m-f-T^)^; la probabilité relative deTé- 
vènement composé auquel il répond, et de celui auquel 
répond un autre terme K , par exemple > étant ex- 
primée par . 
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approchera d'autant plus de Tunité que K sera plus 
petit par rapport à M, ce qui démontre la remarque 
faite dans le n® 2i4 > ^^ 1^ généralisant , puisqu*ici m 
et n sont supposés quelconques. 

On voit donc par ce qui précède , que de tous les 
évènemens composés qui peuvent se présenter dans un 
nombre r(m -f- ^) d'épreuves , le plus probable comr' 
parativement à chacun des autres en particulier , est 
celui qui répond au terme affecté de xoT^d^ , dans 
lequel les évènemens AetB sont répétés tun rm fois, 
loutre rn , cest^-dire proportionnellement à leur pro^ 
habilité particulière» 

36. Après avoir reconnu la forme du terme qui sur- 
passe tous les autres » il faut encore examiner la marche 
de aea rapports avec ceux-ci. 

Pour cela prenons comme ci-dessus p=r (m^n), q de- 
viendra ru, et l'expression ^ ^ ■ —, du rapport de 
deux termes consécutifs, donnera 

r(m + n) — m -f- 1 n rm+i 

m 7n rm * 

pour le quotient du plus grand terme divisé par celui 
qui le précède immédiatement. Si Ton divise par rm , 
le numérateur et le dénominateur de ce quotient, on ob- 
tiendra 1 -f--— , quantité qui approche d'autant pliis 

de l'unité que le nombre r est plus grand. 

Si l'on prenait le plus grand terme pour diviseur, 
au lieu de celui qui le précède , le rapport devenant in- 
verse, serait exprimé alors par " — ; 

rm 
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Dans le terme qui suit M y q devient m -f i , et 
Ton a 



rm n m 



fraction qui tend sans cesse vers Tunité â mesure, que t 
augmente. 

Ea passant aiçsi à des f ei^mes distans de dçux , de 
trois, etc. places du terme Mp on reconnaîtra san3 
peine que de chaque côté de ce terme le décroissement 
devient de moins en moins rapide , lorsqu'on aug- 
meate la valeur assignée an nombre r.^De.là.résnlte» 
dans les environs du plus grand terme , la réunion de 
ceux dont les valeurs sont - les plus - considérables , 
et qui eomposeat la pins forte partie d^ cdle du/dé- 
veloppement entier. 

3 1 . Quand on s'approche davantage des extrémités de 
ce développement, on Arrive à des termes dçnt le roprc 
port avec' M décroît de manière quon peut toujours 
assigner à r une valeur assez grands pour que ce rap^ 
port devienne aussi petit quon voudra^ Voici à peu 
près comment Jacques Bernoulli a démontré ce1;te im-* 
portante proposition. 

En considérant le plus grand tei;me 3f, et deux 
autres qui en soient éloignés de r places soit avant , 
soit après , qb aura à comparer lea teripes 

dont, pour abjr^g^r, j V r^préspftté les çoeffiçiens 
par A, fù et a'; et si ces trois. termes sont dé-^ 
signés respectivement par les lettres L, M et L', 



to anrÂ * 

£» (r/i — r + 1) (m — r + â) . . . m n?* . 

M (rn'^r)(rn+r — i) (m+ l) m' 

// (fm — r+i)(rni — r + a)... m n' * 

la seconde expression ne différant de la première quâ 
par le changement de m en n , et réciproquement. 
Cela posé , il faut d*abord niQntrer que la ta* 

leur du rapptnt y petit être Vendue aussi g];ande qu'on 

le voudra ; pour cela on décomposera h$ puWances 
o' et m'' dans leurs facteurs , pour les joindtiB A chacnn 
de ceux des coeificiens , ce qui donnera 

^ous ces facteurs surpassant Tunité, et leur nombre ^ 
égal à f, pouvant devenir aussi grand qU*on le voudra > 
leur produit doit aller toujours en croissant. 

£n divisant par r tous les termes du premier et du 
dernier > on les met sous la forme 

mn + *- 
mn -f- n ' r 



+ f7i Ttin 

— 
r 



d'après laqvcfHe on voit que la quftatité 



mn ifi 



est comprise entre ces facteurs, 
fl* éditiom 
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Orf il est toujours possible d'assigner la valeur d*un 
nombre q ,.tel que . ( ' \ * égale bu surpasse un 
nombre donné c j car en posant 



(=^y=- 



et passant aux logarithmes , on trouve 

g{l(m+ij-lm} = lc,d'oùç = ^^^\^_^^ : 

Si cette valeur de q n*est pas un nombre entier , on 
prendrai c^lui qui la surpasse immédiatement. 

Maintenant on peut faire en sorte que le facteur placé 

au rang marqué par q y dans la valeur de -=-, devienne 

■ 
égal i — ^^ ;'il suffit pour cela de poser Téquatîon 

fmn 4" y/t — (^ — i) 71 771+1 

7771/1 — rm -^ qm m 

et de déterminer r en conséquence. Cette équation^ qui 
revient à 

rmn + rn — (g — i)n 

m — r-(-<7 

donne 



-=771 + 1, 



Par cette valeur de r, les ^ — i facteurs pris sur 
la gauche de celle de y » surpassant ■■■ qii est 
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égal à celui du rang q , le produit des ptemier^ 
multipliés par ce dernier , surpassera nécessairement 

(in + iV 
J , c'est-à-dire le nombre c ; enfin les facteurs 

qui suivent étant tous ^ i , le produit complet , ou la 

M 
valeur de — ^ surpassera à plus forte raison le nom-> 

bre c. 

Par ce qui précède , on a donc déterminé le nom- 
bre P^ de manière qu'en élevant le binôme m + n k 

la puissance marquée par r(m + ») , le rapport — 

surpassera tel nombre donné qu'on voildi'a. 

A/ 

Pour traiter de même le second rapport yj, il suf^ 

Era , suivant la remarque faîte à la page 49 > de chan- 
ger m en 71^ et réciproquement, dans les formules 
précédentes , ce qui ^donnera 

/n 4- ï V— — le 

'Lorsque cette valeur de r différera de la précédente ^ 
ce qui aura lieu presque toujours , il faudra employef 
la plus considérable des deux qui rendra en ûiémé 
temps 

M M^ 

Sa. Si, d'après ce qui précède , là probabilité tela-« 
tive de l'événement qui répond au plus grand terme dil 
développement de ( ttI -f- ?i y , augmente avec p , il 

4" 
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n'en est pas ainsi de la probabilité absolue de cet 
événement ; celleTci diminue , au contraire , à mesure 
que le nombre des épreuves augmente , ainsi qu'on Fa 
déjà vu par des exemples dans len** a6; mais pour s'as- 
surer de la chose en général , il faut avoir recours à la 
formule de Stirlîng citée à la page 4^ ; c*est ce qu'on 
verra dans la note I. Admettant ici le fait que* cette 
probabilité peut être rendue aussi petite qu'on le vou- 
dra^ en prenant r suffisamment grande, il s'enaûvra 
la même coifclusion pour les autres probabilitflPqui 
sont toujours moindres que celle-là. 

Ceci prouve encore que la probabilité d'obtenir un 
nombre d'évènemens A plus grand ou moindre que rm 
d'une quantité constante q, diminue sans cesse et peutâe-* 
venir aussi petite qu'on voudra : car cette probabilité se 
compose des termes commençant à celui qui est affecté 
de 771*^*^71'"^ et finissant à th"**"*/!'**^ inclusivement, 
dont le nombre' est aq + i , et dont chacun peut deve- 
nir aussi petit qu'on voudra. 

^53. Mais par suite de la réunion des termes c|ont la 
valeur est la plus considérable, dans les environs du plus 
grand de tous , il y a une probabilité qui va toujours 
croissant , c*est celle que les nombres qui marquent les 
répétitions des évènemens simples A e/ B, comparés au 
nombre des épreuves , formeront des rapports qui ne 
s'écarteront pas des probabilités de ces éuènemens , au^ 
delà d'une limite donnée. 

Considérons d'abord pour plus de simplicité , le cas 
où il y a le même nombre de chances en faveur 0e 
chacun des évènemens simples , et cherchons la proba- 
bilité d*en obtenir d'une composition telle , que le nom- 
bre des A ne surpasse pas les ^ du nombre d'épreuves , 
^ ne soit pas moindre que les | , fractions entre les^ 
quelles s» trouve comprise j probabilité particulière 
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^es évècemras A et B , et dont elle ne diffère que de 
Yô en pia^ et en moins. Si nous ne considérons d'abord 
que 5 épreuves , la probabilité de ne pas obtenir plus de 
3 et moins de a éyènemens ji,.se trouvera en prenant» 
dans la développement («+/)*, la partie 

loe^ + loc^ (aîa) ; 

en y faisant e =f=^, eUe donnera |î= |. 

Passons maintenant au cas où i*on embrasserait lo 
épreuves , et où il faudrait par conséquent obtenir au 
plus 6 et au moins 4 évènemens ji} nous prendrons 
alors , dans le développement de (e -f-/)^i la partie 

a i oe*/^ + aBaey* -|- a ioe*f*, 
dont on trouvera la valeur égale à -^^^ ^ qui revient 

L'accroissement de la probabilité cherchée est encore 
fort petit ; mais il devient plus rapide à mesure qu'on 
augmente le nombre des épreuves. Lorsqu'on en consi- 
dère 100, nombre dont les |=r:6o et les |=;4o , on 
doit prendre , dans le développement de (e +/*)****, la 
partie qui commence au terme affecté de e^^^ et finit 
au terme affecté de e^^f^i l'opération s'abrège un 
peu lorsqu'on part du terme du milieu rapporté dans le 
»• 37. 

En représentant, par C le coefficient de ce terme , 
par Cl celui du terme qui vient après , par C^ celui 
du terme qui vient après ce dernier y et ainsi des au- 
tres , on formera Texpressiôn 
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OÙ Ton voit comment chaque terme se fonne du précé« 
dent, et où il faut observer qu'à cause de c:=ry=: j , 



Quant aux lo termes qui précèdent C^f^ y comme 
ils sont les mêmes que ceux qui le suivent , il suf&ra 
de doubler les derniers pour tenir compte des premiers ; 
qt en s'aidant des logarithmes > on trouvera sans peine 
que la somme cherchée est environ -^j probabilité fort 
approchante de Tunîté. 

Si l'on avait assigné au rapport du nombre des évè-p 
nemens A avec le nombre des épreuves , des limites 
plus resserrées , on aurait trouvé une probabilité moin-? 
dre. En n'étendant , par exemple , l'expression précé- 
dente que depuis le terme affecté de e^45 jusqu'à celui 
qui est affecté de e^^f^^ , on aurait pour limites 
roS^='T^i et î^ = i^> dont la différence avec ^ , est 
seulement -^ ; mais on n'obtiendrait qu'une probabilité 
égale à i^. 

Ces résrtiltats ne pourraient être que pressentis par 
le raisonnement seul ; il faut le secours du calcul pour 
€n déterminer avec exactitude la valeur et même la na- 
ture. On peut bien voir aussi par ces exemples, que Taug-. 
mentation de probabilité , à mesure qu'on embrasse un 
plus grand nombre d'épreuves , n'a lieu que pour les li-. 
mites du rapport de ce nombre avec celui des évènemens 
d'uqç espèce donnée, et non pas pour un nombre dér- 
terminé d* évènemens composés, 

Si l'on cherchait, par exemple, la probabilité de 
n'obtenir qu'un événement A de plus ou de moins 
que la moitié du nombre des épreuves , en prenant ce 
nombre é^^l à lo, la prohabilité demandée se compo** 
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serait de la somme des termes affectés de e^f^y.e^f^^ cjp 
dans le déveïoppemenjt de (e +y^'°, et s'élèverait à -^ 
environ; tandis que pour loo épreuves , la même pro- 
babilité, formée encore de trois termes' savoir, de» 
termes affectés de e^|/^9, e^f^i e*9/^' dans le développe- 
ment de (e+y)***** , ne serait plus que d'environ j^ , 
ce qui s*accorde bien avec ce qu'on a vu dans le n^ 3a. 

Au contraire , quand il s'est agi des limites ^ et f 
dans le rapport du nombre des épreuves à celui des 
évènemens A , le nombre des termes composant la pro- 
babilité cherchée a toujours été «n croissant : il y en 
avait a pour 5 épreuves , 3 pour loet ai pour loo. 
. 34. Ce qu'on vient de voir sur des exemples particu- 
lier résulte d'une proposition de la plus haute impor- 
tance, démontrée, pour. la première fois, par Jacques 
BernoulU , et qui s'énonce ainsi : 

On peut toujours assigner un nombre <Pépreuves tel^^ 
quil donne une probabilité aussi approchante de la cêr-- 
titude qu*on le voudra , que le rapport du nombre de 
répétitions du même événement à celui des épreuves ne 
S* écartera pas.de la probabilité simple de cet évènefaent ^ 
au-delà de limites données, quelque resserrées quon, 
suppose ces limites. 

Pour le prouver, soit — ; — la probabilité d'un évè- 

nement ^ , p le nombre des épreuves , qui fournirait 

£ — évènemens de cette espèce, s'ils se répétaient 

exactement d'après leur probabilité simple; mais. sup- 
posons que le rapport , au lieu d'être précisément égal à 

, soit seulement compris entre les fraction» 



m 



wi «4- n 



— ; — et i en sort€ que sur k nombre p d'é- 



56 TRAITÉ ÉLéUB^TAIRB 

preaves }( n^y ait pi^s plus de *p^ m moins de 

— -^ P éyànemens A; et pour que ces demiera nonH 

bres soient entiers , faisons p:sxr(m'j^n). Ils deyien-i 
dront respectivement rm + r^ rm^^r^ ainsi dans le 
développement de (tî^^- ti)'"^'^, les ar + 1 termes prîar 
depuis celui où l'exposant de la lett^ m> est nn+r, 
jusqu'au terme oà cet exposant est rm-^r inclusive- 
ment, donneront toutes les chances pour les évènemena 
dont la composition est renfermée entre les limites as- 
signées ci-dessus. Le plus grand terme du développe- 
ment se trouvera placé au milieu de ceux que je 
viens d'indiquer ; car leur ensemble pourra étrô re- 
présenté par 

Cel«^ posé, il suit d^ la proposition démontrée dans 
le n^ 3i, que la somme des r tenues compris entre M 
^ L inclusivement , peut être rendue aussi grande quef 
l'on voudra par rapport à la somme dé r termes , pris 
sur là gauche de £, ou en allant vers le premier term^ 
du développement. En effet, si Von désigne par F^^ 
G, H, etc., letf termes compris entre M et Zi en allant 
àeMkLy puis par P» Q, R^ etc. , les termes qui pré-j 
cèdent E en allant vers le premier terme m'^"^^, 
comme le- rapport des termes consécutifs du développe^ 
ment dont il s'agit, croît en allant vers la gauche, 4 
partir de 3f(^Q) , on aura 

MI, F P G Q 
jfr<'p> g'^Q' h'^R' ••* 

,. , M^F-G^H ^ 
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et par coiSséquent. . . • y •< 

P + Ç + TÎ+etc. p+Q-f-K-f-etc. 

M 

n suit de là qae la yaleur de r qui rend -j- ^ c , 

rendra à plus forte raison 

F+G + g-f e tc. 
p+Q-^iJ-l-etic^-^^' 

F+ G + H+ etc. > c (P + Ç 4- fl + etc). 

Or, le terme My affecté de nC^n^^^ en a m avant lui ; 
L , pria r places avant 3f , a par cette rai:ion m-^- r 
ou r(/i — i) termes avant lui, qui pourront être par- 
tagés en 71 — - 1 groupes composés chacun de r termes 
dont la subordination sera la même que celle qui vient 
d'être indiquée entre les termes F, G, etc., placés sur la 
gauche de M jusqu'à Z», et les termes P, Ç, etc., placés 
^ la gauche de L dans le groupe commençant à ce der- 
nier. Si donc On prend c = 1(71 — 1) , ce qui donnera 

F+G+£r4-etc.>£(7t— i)(P4-Ç + H+etc.) 

le premier groupe surpassera i fois le second pris 
(/i— i)fois, c'est*-à"-dipe autarit de fois qu'il y a 
de groupes desquels chacun est plus petit que celui 
qui le précède à partir de ikf : il est donc vrai que ce 
premier groupe surpassera au moins i fois la somme de 
tous les autres. " 

On prouverait de même, en posant c;=i{m — 1), 
quç la somme des termes pris depuis M exclusivement 
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jusqu'à L' 9 surpasserait i fois les ra — i groupes de r 

termes compris depuis L' jusqu'au dernier terme sur la 

M 
droite du développement, si 77>i(7n— i); la 

somme des termes compris depuis L jusqu'à L' in- 
clusivement ( sans même y faire entrer le terme Jlf ) , 
surpassera donc plus de i fois le reste du développe- 
ment de (771 + Ji)''"'"*"''". En désignant ce reste par R^ 
et posant seulement iR pour la somme des termes de- 
puis L jusqu'à L' inclusivement , on aura 

xmJ'^'^V^ -f A'm^'»-^yi^" -*''' iR 

i i 

i 

fraction qui approche d'autant plus de l'unité, que i est 
plus grand. Ainsi la probabilité de n'avoir pas plus de 
r(jn + i) et pas moins de r(m — 1) évènemens A^ c'est- 
à-dire que le rapport du nombre des répétitions de A 
au nombre total des épreuves, demeure renfermé entre 

les limites 

m + i ^ OT— I 

— T— et — T— . 
m + n m + 7i 

approchera de l'unité aussi près qu'on voudra. 

55. Ces fractions, quoique déterminées en apparence,, 
peuvent représenter des limites aussi resserrée» qu'o» 
voudra; car si Ton fait m r= sm\ n = ^71', elles devien»^ 
dront 

. , m -f-- f m 

sm + \ s sm — 1 s 



on aura en même temps 

r(m -f- 7i) = r5 {jn' + n') % 



fM^ 
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et Texpression de la probabilité indiquée dans le nu- 
méro précédent^ prendra la forme 

en y supprimant le facteur ^ «t*»»'-*-*»') commun au numé- 
rateur et an dénominateur. 

On passerait , au contraire , à des limites moins res* 

m' n.' 

serrées , en posant m = — , n = — , d'où il résulte- 

s s 



rait 



et 



m + i m^ + s m— 1 7^^^—^ 

771+71 wf-^n!^ 771-1-71 rrin^Çn* 



r(m -f- 7i) = - (tti' -f- n'). 



36. Jacques Bernoulli applique ses formules au cas 
où 77i' =: 3 , 7i' = 2 ; il pose d*abord 77i=3o, 7t = ao » 
et cherche le nombre d* épreuves nécessaire pour avoir 
une probabilité au moins égale ày—y que le rapport du 
nombrq de répétitions de j4 au nombre des épreuves , 
sera renfermé dans les limites |^ et ^, Dans cet exem- 
ple , il faut faire i = loco ; substituant alors, dans les 
formules du n** 3i , £(71 — i) à c , pour les termes de M 
à L, il en résulte 

li(7i — 1) 42787536 - 

^""1(771 + — 1771 Ï4z4o5 ^ ' 

rCm + 7î)=cf(77i+7i) + 2 — j — f77i + 7j) < a47^8 , 

771+1 
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et posant c= jC»— *0 pour ceux de Mk L\ il vient 
l/(m— 44623080 ^ 

^ l(7l+l)_U 211893 ^ ^ 

r(7ii4-»)=a(/n4-n) + ^^ — ~ — (/n + ?*)== a555o : 

ce dernier nombre étant le plus fort, est celui qu'il faut 
adopter ; ainsi en embrassant 2555o épreuves , la pro- 
babilité des limites fi et fâ surpassera ^^. 

Jacques Bernonlli a déterminé aussi les nombres d'é- 
preuves correspondans à des probabilités au moîna 
égales à fl^, ;-!?—; et, pour ces nombres qui s'ob- 
tiennent en faisant 

iz=z 10000 , i = icoooo , 
il trouve 

3i258 et 3696e, 

ce qui fait voir déjà que la probabilité augmente plua 
rapidement que le nombre des épreuves : celui-ci croît, 
dans l'exemple actuel, par des différences constantes et 
égales à £708. 

37. L'accroissement de la probabilité avec celui dn 
nombre des épreuves , tenant à celui du nombre des 
termes dont se compose l'expression rapportée sur la 
page 69 , à mesure que Ton embrasse un plus grand 
nombre d'épreuves, dépend du facteur r. Si l'on sup- 
posait ce facteur constant , et qu'on fît croître l'expres- 
sion rsijxi'Ç'n) par le facteur 5, ce qui resserrerait 
de plus en plus les limites assignées à la distribution 
des évènemens simples, alors l'expression de la pro- 
babilité , ne renfermant toujours que lé même nombre 
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de termes, diminuerait de valeur , ainsi qu'on Ta dit 
dans le n^ 3a. Entre ce cas et le précédent, il en doit 
exister un dans lequel , r et ^ , variant à la fois , et 
chacun de ces nombres croissant moins rapidement que 
celui des épreuves , la probabilité demeure constante. 

38. Si la probabilité que le rapport du nombre des 
répétitions de 1* événement A au nombre des épreuves 
sera renfermé entre les limites 

m + i m— i 5m' + 1 sni ^^x 

et : — ou -7—7—. — rr et 



peut être rendue aussi approchante qu'on voudra de 
l'unité y à plus forte raison en sera-t-il de même de la 
probabilité que ce rapport ne sera pas moindre que 

TM — I jm'— 1 



ou 



puisque pour obtenir la dernière de ces probabilités y 
il faudra joindre aux termes employés à former la pre- 
mière, tous ceux qui précèdent ^^''''^W"""*', c'est-à-dire, 
comparer avec le développement de (m + 7t)<'»+'») , la 
somme de tous ses termes depuis le premier , m""*"*^ , 
jusqu'à a'/ii*'"*""^*'*'' inclusivement. 

Conséquences de la Probabilité mathématique. 

Sg. J'ai exposé dans les Notions préliminaires ^ com- 
ment celle de la probabilité s'établissait dans notre 
esprit, par l'ijafluence de la répétition des jugemens 
favorables à la production du même événement, in- 
fluence à laquelle il est impossible d'échapper lorsque 
cette répétition a lieu un grand nombre de fois , en 
sorte qu'il en résultç une probabilité mathématique très 
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voisine de Punité ; et j*ai dit en même temps que le 
calcul rattachait à ce cas celui d*une probabilité beatf^ 
coup plus faible (5). C'est en effet où conduit la pro- 
position de Jacques Bernoulli (34) > ainsi que l'a fait 
voir Condorcet , en discutant avec beaucoup de saga- 
cité , et des intentions bien louables , dans l'excellent 
discours préliminaire de son Essai sur V Application de 
r analyse à la probabilité des décisions^ la nature de la 
probabilité. Il a réduit cette théorie aux trois propo- 
sitions suivantes : 

1°. Si la probabilité d'un événement surpasse 5-, ily 
a lieu de croire que cet événement arrivera, plutôt que 
de croire quil n arrivera pas, 

2**. Plus cette probabilité augmente, plus le motif de 
croire augmente, 

3**. // croit proportionnellement à cette probabilité» 
(J^oyez pag. vij du Discours cité plus haut.) 

40. La première découle immédiatement de la pro- 
position de Bernoulli ; car puisqu'en multipliant autant 
iqu'il sera nécessaire , le nombre des épreuves , on 
peut atteindre à une probabilité aussi voisine de l'u- 
nité qu'on voudra, que le rapport du nombre des 
répétitions d'un événement, au nombre des épreuves , 
sera renfermé dans des limites aussi voisines qu'on 
voudra de sa probabilité, il est démontré par là que 
si cette dernière est tant soit peu au > dessus de ^ , 
il deviendra aussi probable qu'on le voudra , que le 
nombre de répétitions de cet événement surpassera la 
moitié du nombre des épreuves : ses répétitions seront 
donc plus fréquentes que celles de l'événement con- 
traire ; on s»ra donc forcé de lui assigner une plus 
grande possibilité ; et cette probabilité , le calcul , en la 
faisant dériver de la 'possibilité simple de l'évène-* 
ment, en appuie la conséquence, c'est-à-dire la fré* 
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quente répétition du même événement, sur une pro- 
babilité qu*on peut rendre de plus en plus grande. 

Concevons , par exemple , un événement dont la 
probabilité soit ~ ; en la transformant dans la frac- 
tion équivalente l~ , on pourra, par le n** 3S, calculer 
le nombre d'épreuves suffisant pour porter à ;°°°°;° la 
probabilité que cet événement n'arrivera pas moins de 
1009 fois sur 2000. Sa supériorité sur l'événement 
contraire, quoique fort petite en elle-même, puisqu'il 
n'a qu'une chance de plus en sa faveur dans un nombre 
total de âoo, sera néanmoins établie sur une probabi- 
lité égale à celle de tirer une boule blanche d'une urne 
qui en contiendrait un million de cette couleur, et une 
seule noire. 

C'est donc sur un calcul rigoureux que sont fondées 
l'assertion par laquelle se termine le n** 5 , et l'accep- 
tion donnée dans le n° 9 , au mot probable. La circon- 
stance que ce mot exprime est en effet bien digne de 
remarque , puisque tout partage inégal dans le nombre 
des chances d'un hasard quelconque , établit dans la 
répétition des deux évènemenâ contradictoires une iné- 
galité dont à la longue la probabilité peut approcher 
aussi près qu'on le voudra de la certitude. 

La croyance commandée par une telle probabilité 
établit donc la nécessité de croire à une probabilité 
beaucoup moindre , et fixe en même temps le sens et 
la valeur du motif. Si dans chaque épreuve considérée 
à part, la probabilité d'un événement l'emporte peu sur 
celle de son contraire, le motif de croire qu'il artivera 
plutôt que de croire qu'il n'arrivera pas , demeure très 
faible ; mais lorsque Ton considère d'avance un grand 
nombfe d'épreuves , le développement de toutes les 
t^ombinaisons qu'elles produisent, donne de plus en 
plus , aux combinaisons où les évènemens simples ^ont 



64 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

distribués dans des rapports approchans de leurs proba-* 
bilités-, la supériorité sur toutes les autres. Le nombre 
des épreuves , et par conséquent presque toujours le 
temps , entrent donc nécessairement dans l'éTaluation 
du degré de confiance qu'on doit attacher à la probabi'»' 
lité tnathématique. De là vient qu*il est contre la pru- 
dence de s'exposer sans nécessité aux chances' d'un 
hasard qu'on ne peut tenter un très grand nombre de 
fois. Cette règle indiquée par le simple bon sens, prend 
ici le caractère d'une vérité mathématique dont Vi}^<^ 
portance est fixée par le calcul , et foprnira dc^ns la 
suite les moyens d'apprécier numériquement et selon 
nos vrais intérêts, les diverses spéculations qu'on peut 
faire sur les évènemens incertains. 

4i. La seconde proposition QSg) suit naturellement 
de ée qui vient d" être dit. Le motif de croire à la pro- 
duction d'un événement doit augmenter avec la proba^ 
bilité de cet événement; car lorsque celjie-ci croîtra, 
il faudra moins d'épreuves pour obtenir une très 
grande probabilité que le rapport du nombre des ré- 
pétitions de l'événement au ^lombre total des épreuves, 
ne tombera pas au-^dessous d'uner limite donnée ; ou, 
si l'on considère le même nombre d'épreuves et la 
même limite, on obtiendra une plus grande probabi- 
lité de cette limite ; ou enfin Te nombre des épreuves ^ 
restant le même , la même probabilité répondra à une 
limite plus élevée, c'est-à-dire qu'elle indiquera un 
plus grand nombre de répétitions de l'événement dé- 
signé , et par conséquent une plus grande possibilité 
dans sa production , par spite de l'augmentation de sa 
probabilité simple. 

42.Quant à la troisième proposition (39), elle semble 
assez évidente par elle-même dès qu'on a reconnu que le 
motif de croire à la production d'un événement aug- 
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toente avec sa probabîUté , et qa^on admet que ce motif 
est fondé sur la répétition des jugemens de pc^ssibilité 
(6,7). Elle peut aussi se déduire immédiatement de^ 
calculs de Jacques Bernoulli ; car i***, puisque dans un 
nombre quelconque d*épreuYes, le plu5 probable des 
évènemens composés est celui où chaque événement 
simple se tronve répété proportionnellement à sa proba* 
bilité , â°. qu*en multipliant les épfeuyes, on peut rap- 
procher autant qu'on le voudra de Tunité , la probabilité 
que le rapport du nombve des répétitions de cet évène^ 
ment au nombre des épreuves s* écartera de moins en 
moins de sa probabilité , c'est^^à-^ire du rapport du nom- 
bre des jagemeos favorables à sa production, au nombre 
total àei jugemens portés sur tout ce que peut amener 
le hasard dont il s'agit (6), il est naturel de prendre ch 
dernier rappovt pour mesurer la possibilité de T événe- 
ment désigné, ou pour é\aluer le motif de croire 
à sa production ; et on y est forcé dès qu*on accorde 
Tinfluence qu'une probabilité très grande doit exercer 
sur notre opinion. 

43, Cest en considérant la liaison mathématique éta- 
blie par les lois des combinaisons , entre la probabilité 
d'un événement et le nombre de ses répétitions à mesure 
qu'on en multiplie les épreuves, que Jacques Bernoulli 
donçut le premier la possibilité dé faire servir d'une 
manière incontestable, l'observation des événement 
passés à la détermination des évènemens futurs , et de 
donner ainsi au calcul des probabilités un but bien au- 
trement important que celui de régler la conduite des 
joueurs, pour lequel il avait d'abord été inventé (*). Ber- 

(*) C'est Tobjet de la IV« Partie de V^rs conjectamU. Cet ou- 
vrage postnmc, impriiu^ en 1713, contient dcjh Ica principaux 
fondemens de la philosophie du calcul des probabil. (es , mais rlle 
y est demeurée presqu^ensevelie, jusqu'à ce que Condorccl Tait rap- 
pelée , perfectionnée et e'tendue. 

a* édition, 5 
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noulli compara les évènemens dont la cause est iocon» 
nue , aux tirages répétés dans uge urne contenant tin 
nombre inconnu de billets blancs et de billets noirs ^ mais 
qui demeurait le même , parce qu'après chaque épreuve 
on remettait dans Turne le billet qui en avait été tiré , 
hypothèse fondée sur ce que le nombre total des évè- 
nemens naturels pouvant être regardé comme infini, ne 
diminue pas sensiblement par l'arrivée d'un petit nom- 
bre de ces évènemens. Il se proposa en conséquence cette 
question : Chercher si , en augmentant sans cesse le 
nombre des observations , on faisait croître la proba^ 
bilité d'obtenir le vrai rapport entre le nombre de cas 
dans lesquels un événement peut arriver ^ et les cas 
contraires, en sorte que cette probabilité surpassât un 
degré de certitude donné (*) ? Il retint pendant vingt 
ans dans son porte-feuille la solution do ce problème 
qu'il regardait comme le plus difficile et le plus im- 
portant de ceux qu'on pouvait se proposer sur cette 
matière. Quant à son utilité , les considérations précé- 
dentes me semblent déjà suffire pour la mettre hors de 
doute ; mais Bernoulli ta portait encore plus loin , 
puisqu'il avait pour but, comme le montre l'énoncé 
ci-dessus , d'arriver à connaître la probabilité des faits 
d'après les observations seulement , c'est-à-dire à pos- 
teriori , afin d'appuyer sur l'autorité du calcul les in- 
ductions qu'on peut tirer de la répétition des phéno<- 
mènes. A la vérité , il confondait , ainsi qu'on le iierra 
dans la seconde sedtion de ce Traité , la manière d'é- 
valuer les probabilités à posteriori avec leur détermi- 



(*) L'expression un degré de certitude y reçue dans le langage 
ordinaire, ne me parait pas très exacte; mais Bernoulli 5*en est 
servi comme équivalant à la probabilité qui, étsmt une fraction , 
tandis que l'unité' représente la certitude, est pour ainsi dire une 
portion de celle-ci. 
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taation à priori ^ ou par la connaissance des combinai 
sons ; mais la différence des résultats de ces deux pro- 
cédés diminuant d'autant plus que le nombre des 
observations est plus grand , on peut se servir de ceux 
de l'un pour faire entrevoir Ceux de l'auti-e* 

£n effet, les formules de Bernoulli montrant que dans 
une longue suite d'épreuves du même hasard , la àis^ 
tribution des évènemens simples tend sans cesse à se 
rapprocher du rapport indiqué par leur probabilité , 
déterminent ainsi avec une probabilité de plus en plus 
grande, la condition de l'urne d'où sortent les évène-^ 
mens observés > et lient à des probabilités très voisines 
de l'unité les nombreuses répétitions du même évène-> 
ment , en sorte que la croyance au retour de cet évé- 
nement est commandée par le calcul comme par l'ha*^ 
bitude, mais alors sur des motifs de valeurs comparables. 

44» ^n insistant , comme je viens de le faire ^ sur les 
notions précédentes de la probabilité , Condorcet crut 
devoir rappeler qu'il n'y a pourtant « aucun rapport di- 
ii rect et nécessaire entre la probabilité d'un événement 
n et sa réalité n (vcy. p. x du Discours cité p. 6â) ; 
et pour le prouver , il observe que quoique le sort eût 
déjà prononcé sur un événement , il ne sortirait pas 
du domaine de la probabilité à l'égard de toute per-* 
sonne qui ne connaîtrait que la condition du jeu qui 
Ta produit , et qui serait restée dans l'ignorance du 
fait arrivé. Si , par exemple , d'une urne contenant 
loooo billets blancs et i noir, on extrait un billet , et 
qu'après en' avoir reconnu la couleur, on le replie 
pour le montrer à quelqu'un qui n'était pas présent au 
tirage , cette personne ne pourrait affirmer autre chose 
sur ce billet , sinon qu'il y a une probabilité f-— qu'il 
est blanc , et seulement une probabilité rtiTT ^"'^ ®^^ 
noir; néanmoins l'un de ces deux évènemens est certain 

5 . 
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poHF les personnes qui ont déployé le billet en le sor- 
tant de Fume : ainsi un éyènement certain pour ces 
personnes , peut n'avoir qu'une très petite probabilité 
pour la première. L'ignorance du fait introduit ici 
la probabilité à la place de la certitude , et laissant 
l'esprit dans le même état où il se trouvait avant 
la décision du sort, le jugement ne saurait être porté 
que sur la connaissance des conditions de l'urne. Mais 
ce que Condorcet n'a point fait remarquer , c'est que . 
soit qu'on fiasse prononcer ce jugement avant ou après 
les tirages , s'ils sont exécutés avec fidélité , la per^ 
sonne qui ne les aura pas vus, aura toujours la 
même probabilité de ne pas se tromper sur un nombre 
donné de jugemens, dans un nombre donné de tirages; 
en sorte que la liaison de la probabilité avec la ré- 
pétition des évènemens , conserv^^^oute sa force dans 
ce cas comme dans les autres ; et c'est vraiment sur • 
cette liaison que reposent toutes les applications légi- 
times du calcul des probabilités. 

45. Avant de terminer ces remarques , je rappellerai 
que lorsqua les diverses chances d'un jeu sont rigoureu- 
sement d'une égale possibilité , tant par la construction 
des instrumens aléatoires que par la manière de s'en 
servir , les évènemens passés ne sauraient avoir aucune 
influence sur les évènemens futurs. Si, cependant, d'après 
des épreuves réitérées , on aperçoit une fréquence mar- 
quée dans l'apparition de certaines chances , il y a lieu 
de penser que la constitution de l'instrument, ou l'ha- 
bitude de celui qui l'emploie, déterminé cette fré- 
quence ; mais la recherche de sa probabilité rentre dans 
celle des probabilités à posteriori. 

Lorsqu'on a lieu de soupçonner d'avance quelqu'iné- 
galité de ce genre , il est tout naturel d'attendre plutôt 
la répétition de l'événement qui s'est offert le premier^ 



DES PROBABILITÉS. 69 

pmsqu*on doit croire plutôt à l'arrivée du plus pro- 
bable qu'à celle de l'autre. Il ji'est pas plus dilGcile d'a- 
percevoir que toute inégalité entre les probabilités doit 
favoriser les répétitions du même : ce n*est là qu'une 
conséquence de la proposition de Bernoulli , que le 
bon sens indique suffisamment ; mais l'appréciatioa 
de l'effet de cette inégalité se fait d'une manière très 
simple , ainsi qu'il suit. 

Soit 6 la probabilité exacte qu'aurait un événement >^y 
d'après les conditions du jeu qui le produit, et e' la dif- 
férence en plus ou en moins entre cette probabilité et celle 
qui a lieu réellement; la probabilité d'amener n fois cet 
événement étant e", deviendra (e+e')*, si l'erreur est par 
excès, et (e — e')" si c'est par défaut : mais si Ton sait 
seulement que.l'inégalité existe , sans savoir dans quel 
sens elle se trouve , et qu'on regarde comme également 
probable qu*elle soit additive ou soustractive , on aura 
pour la répétition de l'événement jé dans la première 
bypothèse ^ (e + e')" , dans la seconde J (e -^ e^y , et 
pour la probabilité totale 

î-(e+eO"+-(e— e')''=e"+^^î^rZl2 e«-V* 

développement dont tous les termes sont additifs ; ainsi 
cette probabilité surpasse la probabilité primitive e". On 
trouverait un semblable résultat pour la probabilité de 
la répétition de l'événement contraire , exprimée alors 
par le développement de ^ (/*— 60"+ i (/*+ e')". 

L'augmentation qui a lieu dans ce cas pour l'une et 
pour l'autre de ces probabilités est prise sur celles des 
évènemens composés du mélange des deux évènemens 
contradictoires : cela peut se voir aisément. Dans le caï 
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de deuTc épreaves , par exempte , la probabilité ^fà^a^ 
mener la combinaison j4B se change en 

Questions pour servir d'exemples de la détermination 

à priori des probabilités. 

^6. Montmort dans son Analyse des Jeux de hasard, 
et ensuite Moivre dans sa Doctrine of Chances (**), ont 
résolu un grand nombre de problèmes sur les jeux de 
hasard ; mç^is il n'entre point dans le plan que je me suis 
tracé, de m*arrêter beaucoup sur ce genre de questions, 
parce que la plupart exigeraient d*assez grands détails 
pour faire connaître les conditions des jeu^ qu'elles con- 
cernent ^ et que d'ailleurs une partie de ces jeux est 
passée de mode , ou inconnue à presque toutes les per- 
sonnes qui consacrent leur temps à l'étude. Les exemples 
que je crois nécessaire d'offrir à mes lecteurs , seront 
donc des problèmes tenant à des combinaisons simples, 
ou susceptibles d'être énoncés en termes généraux , et 
choisis pour donner une idée des divers procédés de cal" 
cul employés dans cette branche des Mathématiques. 

Soit proposé d'abord de déterminer la probabilité 
qiien prenant au hasafS dans un tas composé de ni 
pièces, on en otera un nombre pair ou un nombxe impair? 
Cette question peut être donnée en e^çemple de la nécessité 
de se défier d'un premier aperçu. Ne serait-il pas naturel 
en effet de penser que sa solution ne dépend que de la 



(*). Ces dernières remarques sont tirées de la Théorie analytique 
des Probabilités y par M. Laplace, p. i85 — 186. 

(**) Le premier de ces ouvrages a eu deux e'ditions, la dernière, 
est de I7i3; le second ouvrage, écrit en anglais, a eu trois, cditioi^s. 
dont la dernière est de 1756. 
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quantité de nombres pairs et de nombres impairs compris 
entre i et m inclusivement. Si m était 5, par exemple , 
comme il 7 aurait S nombres impairs 1 , 3 ^ 5 « et seule- 
Aient â nombres pairs a , 4> ®^ dirait que les probabt- 
lités sont I pour les premiers et | pour les seconds ; et 
si m était égal à. 4» comme on aurait alors a nombres 
impairs et autant de pairs , les deux probabilités seraient 
égales à| ou |. 

It n'^en est pourtant pas ainsi v car en considérant la 
chose avec attention > on voit que c'est suivant tes di- 
verses manières, dont elles peuvent se combiner le» unes 
avec les autres , que les pièces d*un tas viennent sous la 
main , et non pas d'après les diverses manières de par- 
tager en deux parties le nombre des pièces de ce tas. 
Pour le mcmtrernous désignerons ces pièces par les lettres 
Ofb^e^d'y elles pourront se combiner en nombre im^ 
pair 9 soit 1 à 1 on 3 à 3, ce qui fournira les 8 combi- 
naisons 

a, bf Cf d^ abc j^ abd, atcd, bcd^ 

et en nombre pair, soit a à i» ou les. 4-ensembIe^ce qui 
fournira les 7 combinaisons 

ab ^ ac y ad y bc , bd , cd^ abcd^ 

Chacune de ces combinaisons pouvant tomber égale- 
ment sous ta, main , il en résulte que la probabilité pour 
prendre un nombre impair de pièces est ^ et seulement 
X pour un nombre pair. 

Maintenant si Ton se rappelle que \es coefficiens des 
termes du développement de {x -f- d)^ , à partir du se- 
cond terme, donnent le nombre des combinaisons de 
jn choses prises ïàir^aàa^SàSy etc^ ^ on aura 

i 1.3.3 • 
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pour la totalité des combinàisotis tn nombre impair , et 

m(7ra— i) m{m ^ \) (m^-^fl) (tu-*- 5) ^ ^^^ _ p 
i.a i.a.3.4 

pour celle des combinaisons en nombre pain Apres 
avoir ajouté ces deux expressions , il sera facile de 
reconnaître dans leur somme , tous les termes du de- 
vcloppementde (i+i)"* àTexception du premier; d'où 
il résulte que 

£a retranchant la premièare de laseûonde, on aura 
P — /=:= (i — 0»* — 1 = — 1 , 

d'où l'on conclura sans p«me 

/z= 2'»-', P = a*»-" — 1 ; 

et par conséquent si Ton représente par q la probabilité 
d'ôter du tas un nombre impair de pièces , etparjf celle 
d'en ôter un nombre pair, on aura 



,/= 



>'»* I ' ^ om 



a*" — i 



La première ik ces probabilités surpasse toujours la se- 
conde , mais leur limite commune est ^ » lorsque le nom- 
bre m est supposé infini. Les cakuls précédens sont tirés 
d'un Mémoire que feu M. Ber^and de Genève a pré-^ 
sente, en 178G, à T Académie des Sciences de Paris», et 
qui n*a pas été imprimé ; la question se résout aussi par 
ic calcul des différences. ]^oyez la note II à la fin du 
présent Ouvrage. 

47. Les probabilités simples des chances de la loterie 
de France, uc dépendent que des coefliciens des a* — G* 
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termes du développement de la puissance da binôme ; et 
le calcul en est si aisé^ que je ne m'y arrêterai pas ici^ de- 
vant d'ailleurs y revenir pour comparer les mises avec 
les gains : voici sur la même loterie un problème dont 
Ja solution est un peu moins facile. 

A chaque tirage il sort 5 des go numéros coti" 
tenus dans la roue; la probabilité de la sortie d'un 
numéro donné, est donc g^- ou -^ ] on a mis sur 2 nu^ 
méros , on demande la prohabilité quil en sortira au 
moins i?La réponse n^est pas ^; car sur ce pied, en 
ne prenant que 18 numéros, on arriverait à 7I, ou à la 
certitude qu'il en sortirait 1 des 18, ce qui est absurde : 
mais un tirage étant une combinaison de 5 quelconques 
des go numéros de la loterie, peut avoir lieu de 

90. 89. 88. 87 . 86 ^..^^^ 

Vy . ^ — manières, 

1.2.3.4-5 * 

■ 

parmi lesquelles on a en sa faveur toutes celles qui ren- 
ferment l'un des numéros sur lesquels on a mis , ou tous 
les deux. 

Pour former les ptiémièrfes, il faut pï-eûdre leè <J0ni- 
binaîsons 4^4 ^^s 88 numéros diflîérens de ceux sur 
lesquels on a mis, et y joindre altemativèmeût ûhactm 
de Ces derniers ^ ce qtii donnera 



88.^7.86.85 
1.2, 



^ • — ^ y /" ' 'CO'iiWnaisoos favorables ; 



prenant ensuite les combinaisons 3 à 3 des 88 numéros 
déjà indiqués, pour y joindre à la fois les deux sur 
lesquels on a mis, on aura encore 

88.87 .86 ... „ 

«— coowmaisons favorables : 

1.2,0 
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divisant la somme des deux dernières expressions par la 
première, et supprimant les facteurs communs audiyi- 
dende et au diviseur , on trouvera 

.9-89 9-89 "9.89 ~ 801 ^ s 

48* £n raisonnant de même sur une loterie composée 
de p numéros , dont il en sort q à chaque tirage , pour ob- 
tenir la probabilité que sur 5 numéros désignés , il en 
sortira t, on formera d'abord l'expression du nombre des 
combinaisons des p-^s numéros restans , priis en nombre 
g — f , et qui sera 

(p — s)(p — s—i) Ep— ^— (<7 — + 1] , 

i.fl.3 (7 — ^^ ' 

considérant ensuite que les s numéros désignés , pris es 
nombre t , peuvent se combiner de 

1 .3.3. . «t 

manières, on multipliera cette dernière expression par^ 
la précédente, pour obtenir le nombre de chances fa- 
vorables à l'événement désiré. Quant au nombre total 
des chances , ce sera celui des combinaisons que donnent 
les p numéros dont se compose la loterie, pris en nombre 
q , c'est-à-dire , 

pip—i) (p — <; + i) . 

la probabilité cherchée sera donc 

(p'-s)(p — s—i)...\jj^s — (q — t)+i'] 

1 . 2 . 3 ... (9 — 
s(s — j)....(^ — ^+ 1) 1 .3.5. . . .g 

^ 1.3.3 t ."^pCp— 1). . . .(p— <7+0* 



DES PBOBABILITÉS. 'jS 

formule qui peut se réduire , en supprimant les facteurs 
1 . a. 3. . . (9 — ; dans le diviseur et dans le dividende. 
Si la question ne portait pas sur la sortie d'un nombre 
précis de numéros , mais seulement sur ce qu*il uen 
sortit pas moins d'un nombre donné h , il faudrait alors 
mettre successivement à la place de t les nombres 

h, h + 1 , A + 2,. . . . 

jusqu'à q, aïs ^ q, on jusqu'à s, dans le cas contraire. 

49. Supposons^ par exemple , qu'on ait pris 18 nu- 
méros; en suivant la marche tracée précédemment, 
on trouvera sans peine les probabilités ci -dessous : d'a- 
bord qu'il ne sortira aucun de ces numéros , 

7a. 71. 70. 69. 68 i.a.5.4.5 _ - 

1. a. 3.4.5 ^90.89. 88. 87. 86'^°'*^'*' 

ou qu'il en sortira 



1» 
a, 

3. 

4. 
5. 



7Q.71 «70.6 9 I 8 ica.3.4«5 . 

• 1 .a. 3. 4 - ^ T ^90.89.88:87:86""°''^^'^' 
7a. 71.70 1^27 ^ 1. a. 3. 4*5 n 

' i.a.3 ^ "T:r ^ 9o.89.88.87.86~°'^°7^ 

73.71 18.17 - 16 1 .a .3.4»5 _ p. 

'~n^^ "TTt.s" ^ i^':88T87r8'6^°'°'*^^' 

72 18.17.16.15 i;2.3.4 «5 - 

•T ^ 1.2.3.4 ^ 90.89^88787786"-'^'''''^°' 
18.17.16. i5.i4 y i.a.3.4.5 

• r7a.3.4.5 " ^ 90.89.88.87.86 ~°'°°°'^' 



. la somme des cinq dernières probabilités, ou^ ce qui 
est plus simple > l'excès de l'unité sur la première , égal 
a Y^— y donnera la probabilité qu'il sortira au moins 1 
des 18 numéros choisis. 
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5o. Huygens, lun des premiers géomètres qui se 
soient occupés du calcul des probabilités, a terminé 
récrit intitulé De Ratiociniis in ludo aleœ {Opéra varia, 
tome IV, pag. 727) par cinq problèmes, pour quatre 
desquels i! n'a fait qu'indiquer les nombres de la solu- 
tion , et dans le second , il n'a rien ajouté à renoncé 
que voici : Trois joueurs A, B, C, ayant réuni' 
12 jetons f dont 4 sont blancs et 8 noirs , conviennent 
que celui éC entre eux qui , les yeux bandés , tirera lèpre' 
mier un jeton blanc, gagnera, Cest A qui doit tirer le 
premier, B le second et C le troisième y on demande la 
probabilité que chacun a en sa faveur? Cet énoncé a . 
présenté deux sens dilFérens à Montmort et à Moîvre (*). 
Le premier croyait que le jeton tiré devait être remis 
chaque fois au tas , aGn que les probabilités restassent 
les mêmes dans toutes les épreuves. Moivre pensait le 
contraire; et dans ce sens qui complique un peu la 
question , il Ta résolue fort simplement au moyen des 
probabilités composées : c'est ce qu'on va voir. 

Soit m ie nombre des jetons blancs et n celui des 
jetons noirs. Au premier tirage où le nombre des jetons 
de cbaqnv espèce est complet^ il y aura pour la sortie 
d'un jeton blanc , ce qui fait gagner A , la probabilité 

m 



, et pour la sottie d'un jeton noir. 



• • • • 



m + ii*^ ' m -i-n 

Cette dernière probabilité sera aussi celle du second 
tirage, dans lequel le nombre des jetons noirs, diminué 
de celui qu'a tiré le joueur A, sera réduit à 7i — 1. En 
" conséquence les probabilités dans ce tirage seront 



(*) Voyex V^inalyse des jeux de hnsard de Montmort, page 364, 
ic8 Miscellanea analytica de Moivre , |>;Bg. 199, et YArsconjec- 
tandi de Jacques Bernoulli j pag. 57. 
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m 



7II + /I— 1 
ji — 1 



d*amener un jeton blanc , 
d*amener un jeton noir ; 



il faudra les multiplier par la probabilité particulière 
du tirage pour avoir celles des deux éyènemens qui en 
résultent (17)» et cela donnera les probabilités 

en favenr de B , 



— : — • — ; contre B. ou celle du 3* tirage. 

m-|-Ji m+n — 1 " 

Si B amène un jeton noir, il n'en restera plus au tas 

que n— d; et en raisonnant pour ce tirage comme 

pour le précédent , on trouvera les probabilités 

n(n — 1) m - . ^ 

— . — ±- -L . — . en faveur de C , 

(/n + 7i) (tu + Ji — 1) m + /i — a 

n(;i — 1) 71—3 ^ Il n . . 

' — -— ~ — r-^ r. — ; contTc C, OU cejle du 4« tir. 

{m+n^ijn-^n — 1)711+11^—2 

Si C n'amène qu*un jeton noir, A tirera de nouveau » 
du tas où le nombre de jetons noirs sera réduit à 
;t — 3 ; il aura donc la probabilité 

n(7t— 1) (71 — 2) 77Z. - 

(771+71) (771+71—1) (77i+n— 2) ' 77i+7z^ ® gagner, 
n{n — 1) (71—2) n — 5 j . 

(771+71) (771+71—1) (771+71 2) ' 7n+7î 3 

En continuant ainsi ^ et pour abréger faisant 7n+7t=f, 
on formera la suite 
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m mn mn(n— -1) 

mn(n—i)in—Q) myi(yi— 1) (yi — q) (n— 3 ) 

t(t—i) (t— £) (t— 3) ' /(t— 1) (i-2) (f_3) (f— 4)' 
m n(yi— i)(yi---a)_r yi — 3) (/i — 4) 

^'(î^0a-2)a-b)(t-4)(t-5) * ^^''•' 

dans laquelle les i*"", 4*, 7*, etc., termes expriment le» 
probabilités en faveur du joueur A , les a*, 5", 8*, etc., 
les probabilités en faveur du joueur B ; enfin les 3* , 
6* , 9* , etc. , les probabilités en faveur du joueur C. 
Le jeu finit au plus tard lorsque le nombre des jetons 
noirs est épuisé; puisqu*alors il ny a plus d'incertitude 
sur celui des joueurs qui doit gagner , et la proba- 
bilité totale pour chaque joueur se forme en ajoutant 
celles qu'il a dans chaque tirage. Le calcul des terme» 
de la suite indiquée devient très facile quand on rap« 
porte chaque terme à celui qui le précède , comme je 
Tai fait daus le n"" 33. 

Les nombres proposés par Huygens donnant 

in = 4> /i = 8, i = i3, 

ou trouvera pour le joueur ji , la probabilité 

A 4. A 8.7.6 4_ 8.7.6.5.4.5 , 

1212 11. 10. 9 -12 II .10.9.8.7.6 ' 

pour le joueur B , la probabilité 

48,4 8.7.6.5 , 4 8.7.6.5.4.3.2 

12 11 12 11.10.9.8 12 11.10.9.8.7.6.5* 

pour le joueur C , la probabilité 

4 8.7 ,4 8.7.6.5.4 , 4 8.7.6.5.4.3.2.1 

1211. 10 12 11. 10. 9. 8. 7 12 1 1.10.9.8.7.6.5.4' 
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Rédaisant tontes ces fractions an dénominateur com- 
man le plas simple qu'elles puissent avoir , les sommes 
cî-dessus deyiennent respectivement 

77 55^ 55 

i65' ib5* i65' 

et en les ajoutant on trouve Tunité , puisque les proba- 
bilités qu'elles expriment renferment tout ce qui est 
possible. 

5i. Les épreuves répétées que suppose le problème 
dont je viens de rapporter la solution , diffèrent de 
celles que j'ai considérées dans le n^ ao , en ce que 
le nombre des chances diminue à chaque épreuve. Ce 
genre de hasard ne peut être assimilé au jet des dés ; 
il revient au tirage dans une urne où l'on ne remet 
point les boules qui en sont sorties. Les formules qui , 
dans cette hypothèse^ remplacent le développement des 
puissances du binôme 77i-|-^> sont assez remarquables 
pour trouver place ici , et complètent ce qui a été dit 
sur les épreuves répétées. 

Soit une urne contenant m boules blanches, n boules 
noires ; si l'on désigne par A la sortie d'une boule 
blanche , par B celle d'une boule noire , que pour 
abréger on fasse m + 'i = * > et que l'on ait soin , 
après chaque tirage , d'ôter 1 tant du nombre total des 
boules que du nombre de celles qui sont de la cou- 
leur supposée sortie à ce tirage , on trouvera par le 
principe des probabilités composées ; les suivantes. 

Au i'*" tirage, 

pour ji f ^ , pour B , ~. 
Au 2* tirage 



\ 
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pour AA , -%I^7J-^ pour AB , — -^ , 
BB "(" ~ ') BA ""* 

Au 3® tirage , 

7n/i(m— 1) 

L'examen attentif de ce petit nombre de formules 
suffit pour faire connaître la toi suivant laquelle se 
composent toutes les probabilités des diverses succès- x 
sions des évènemens A et B^ Ici , comme dans le n** 21 , 
les coeificiens s'introduisent dans les successions mé- 
langées j, dès qu'on fait abstraction de Tordre des ' 
évènemens : la probabilité d'obtenir 2 évènemens A 

et 1 événement B , p«r exemple , sçra 3 -=— — r ^• 

t(^t—l){t—Q) 

D'après cette observation, on verra facilement que la- 
probabilité d'obtenir, dans un nombre p d'épreuves, p — q 
évènemens A et q évènemens B , sans distinction 
d'ordre , ser^ exprimée par 

(p—i)(p—2) .(p— qr 4- 1 ) ^ 

1.2.3 q ^ 

Kt-^ I) ^t^+ 1) ^ ^' 



^■a 



(*) Celte formule a e'tc indiquée par M. Laplacc , dans les Mé- 
moires des Sauans étrangers, t. YI , pag. 623. 
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Sa. La théorie des permutations et des combinai-»- 
sons ^ est y comme on Fa dû voir dans la plus grande 
partie de ce qui précède , un des moyens les plus fé-» 
conds pour résoudre les problètùes concernant le cal- 
cul des probabilités « Cette théorie^ servant de fondement 
a la démonstration la plus élémentaire de la formule 
du binôme de Newton , se trouve dans les Êlémens 
d'Algèbre; mais on n'y partage qu'en deux groupes 
\à, totalité dés lettres dont on cherche les arrangemens 
divers ; et pour s'élever à toute la généralité que le 
sujet comporte, il faut déterminer Ce qui doit arriver 
lorsqu'on partage en un nombre quelconque de groupes, 
le nombre de lettres donné. Les formules propres à 
cette détermination se trouvent dans le développement 
des puissances des polynômes. 

En raisonnant sur les produits des trinômes 

ti + V+t\ û^ + i^ + c", d'+b' + c" , etc., 

comme on Ta fait dans le n^ ai ^ sur ceux des binômes 

m' + îl^ in^ + rT , ml' + n!', etc., 

on verra par les lois de la multiplication , que ces 
produits comprennent toua les arrangemens qu'on peut 
faire des lettres 

a', V , c', a\ 'b\ c\ a", b" , c', etc., 

en en prenant une dans chaque facteur du produit. Il 
suit de là que si les lettres a', b\ c', a", etc., désignaient 
respectivement le nombre de chances qui amènent les 
évènemens A^B ^ C , à la i'" , à la a* , à la 3® , etc., 
épreuves , un produit partiel d b" c' 6'^ , par exemple , 
ferait connaître le nombre de chances qni répondent à 

a* édition 6 
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on aura donc en tout un nombre 

(p + <} + r)(p + q + r—i) (r-f Q 

1.2 pX 1,2 q 

» 
de manières d*ôter de la totalité des p + q -^r ohoses ; 

deux groupas, le i**^ contenant un nombre p et le a* un 
nombre q de ces choses. Si Ton écrit au numérateur et 
au dénominateur de l'expression ci - dessus les facteurs 
1.3.3. . .r, et qu'on y changep + ^4"'' ^^ n> oû re- 
tombera sur la formule du n° précédent. 

On aurait les arrangemens au lieu des combinai" 
^onSf si l'on supprimait les dénominateurs. 

54* ISn général > tout ce qui regarde les épreuves 
répétées pour un nombre quelconque d'éyènemens 
simples , est compris dans le développement des puis- 
sances d'un polynôme formé de la somme des nombres 
qui expriment les chances d'où résulte chacun de ces 
, évènemens. 

Le terme général du développement de. 

{a + è + c+d + e)» étant * 

* 1 .2.3 n -, 

' a^b^c'd'e\ 

1 .2... p. 1 .2...^. 1 .2..«r. 1 •2... 5. 1 .2...» 

8ip-|-g+r-f-^-|-^ = /i, donne le nombre des chances 
x[uî peuvent amener l'événement composé d'un nombre 
p d'évènemens A ^ 

q B, 

r C, 

s D, 

t E'y 

la probabilité de cet événement composé s'obtiendra 
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donc en divisant Texpression ci-dessus par 

(a + A+^ + ^ + e)*, nombre total des chances. 

Il suit de. là que pour avoir immédiatement cette 
probabilité , on peut substituer aux lettres a , b , c , 
d^ e, qui marquent le nombre des diverses espèces 
de chances . dans une épreuve , les probabilité» simples 
qui en dérivent. 

I%e plus probable des évènemens composés que peut 
amener le même nombre d*épreuveS| est encore celui dans 
lequel les évènemens simples entrent proportionnelle» 
ment à leurs probabilités respectives. Si , par exemple > 
on ne considère que 3 évènemens simples, et qu'on fasse 
n = mÇ^a^^'b'i-c) , il sera facile devoir que le plus grand 

terme du développement de (a + ^ + c)"*^'*'*'^'*'^^ ^s* ^^ 
terme affecté de a^'^b^^c"^^ *, car en faisant d*abord 

i+c = /8, et développant (a 4- /S) '''^ *" , on aura 
pour le pluar grand terme celui qui est affecté de 

0*^/3 (29) ; mais il peut se développer à son tour, en 

substituant à fi le développement de (b+c)^ ^^ f^ 
dont le plus grand terme est celui qui est affecté de 

b^ c^^ ; ainsi le plus grand terme du produit a fi 

sera donc celui qui est affecté de a 6 c • 

55 - Pour donner une idée de la multitude à laquelle peut 
s'élever le nombre des combinaisons , lors même que les 
élémens n!en sont pas très nombreux , je vais chercher 
en combien de manières les 3a cartes d'un jeu de pi^ 
quel peuvent se distribuer entre les deux joueurs , qui , 
comme Ton sait , en prennent d'abord chacun 1 â , et 
entre les deux paquets qui forment le talon , dont l'un 
contient 5 cartes et l'autre 3. Le nombre demandé 
étant le coefficient de a^*b^*c^d^ dans le développement 
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de (a + ft 4- c + cl)'*, a pour expreâsion 

1.9. 3*. ..Sa 

i.a....iaX i«a... la X i .a. • .5 X i.a.3* 

En y supprimant par ordre , dans le numérateur^ tous 
les facteurs qui composent le dénominateur^ elle sera 
réduite au produit ^ 

a7.3*.5».7\i3*.i7.i9.a3.a9.3i 
= 1 Bga 814 s47 ^^^ ^^o* 

L*usage des cartes à jouer ne paraît pas remonter 
plus haut que i3gQ, où on les voit servir à Tamusement 
du roi de France Charles YI , pendant sa maladie; de- 
puis cette époque, jpsqu*en 1816^ ils*est écoulé 4^4 ^^~ 
nées , qui donnent environ 164866 jours. 

Si Ton divise pai;* ce dernier nombre j celui des com- 
binaisons calculées ci-dessus, le quotient 10 d85 117114 
indiquera le nombre de coups qu*on aurait dû jouer 
chaque jour pour que toutes les distributions des 3a cartes 
se fussent présentées > encore faudrait-il quaucune n'eût 
été répétée. 

Enfin siron suppose que sur les 1 70 000 000 d'individus 
auxquels on évalue la population de r£urope, il y en ait 
la 1 00* partie qui sache le jeu de piquet, et qu'elle se par- 
tage en couples pour s'y livrer exclusivement, on trou- 
vera que chacun de ces couples devrait jouer pour sa 
part plus de 12000 coups dans un seul jour , ce qui ne 
se peut , car chaque coup dure au moins a à 3 minutes , 
et les 24 h.eures n*en contiennent que i44o. 

On doit donc regarder comme certain que toutes les 
combinaisons que peut fournir ce jeu ne se sont pas en-^ 
core présentées ; au reste, ceux qui le connaissent savent 
bien qu'il ne faut pas confondre le nombre de combinai- 
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sons avec celui dea coups efisentiellement différend, qui 
e^t beaucoup moindre {*)• 

56. C'est au développement des polynômes que 
Moivre {Miscellanea analytica, p. 196 )> réduit la 
question de déterminer la probabilité d'amener unpoint 
donné , avec un nombre donné de dés. Pour suivre sa 
marche y représentons par n le nombre de ces dés, par 
m celui des numéros dont chacun est marqué , en com- 
mençant à 1 , par p -f- 1 le numéro qu*on désire ame- 
ner , et considérons la formation du développement de 

par la multiplication des n facteurs égaux à 

f+f+f +/"• 

qu*il contient. D'après ce procédé , il est la réunion de 
produits partiels composés de facteurs de la forme 

f*> J> /*,..•• en nombre II; 

et pour l'ordonner suivant les puissances de f, il faut 
rassembler tous les termes où la somme des exposans est 
la même. Il suit de là que le coefficient du terme pour 
lequel on aura 

indique le nomln'e de manières de former le point 
p -f- 1 avec n nombres pris depuis 1 jusqu'à m , et 
donnera la solution du problème proposé. 

La recherche de ce coefficient , qui serait assez dif- 
ficile par la formule rapportée dans le n^ 54 » se sim- 
plifie beaucoup à cause de la forme particulière du. 
polynôme à développer. En effet , comme 

(*) Voy. Doctrine of Chances, p. 184. 
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oC qu'on a va dans les Élémens S Algèbre que 

il s'ensuit que le développement qu'il faut effectuer 
revient à celui de 

or 

+ n(n±l)(»±l)y^^ ,j,. 

En mettant à part le premier facteur f^ , il restera 
à trouver dans le produit des deux antres , développés 
ci-dessus , les termes qui sont affectés dey^*""" ; pour 
cela on prendra d*abord dans la série inférieure le 
terme affecté de jP"+-»^»^ pour multiplier le premier 
terme i de la série supérieure ; puis on reculera dans 
la seconde série jusqu'au terme affecté de yH-i— «— » ^ 
pour multiplier le terme affecté de f^ dans la pre- 
mière série ; et continuant ainsi de rétrograder de m 
termes dans la série inférieure, pour avancer de i terme 
dans la^série supérieure, on obtiendra pour Je coefficient 
cherché 
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nÇyi-f» 1). . .p n(» + 0>. .(p — m) li 

i.a...(p-f-i— I») i.a...(p+i — » — m) i 

ii(?i + i)...(p— am) ^ n(yi— I) _^^^ 
i,a...(p+ I — I» — am) i.a '* 

série qu*il faudra continuer tant qu*on ne rencontrera > 
dans les produits indiqués » aucun facteur qui soit nul 
ou négatif. 

On lui fait prendre une forme plus élégante , en 
observant que sip+i— ii>n — i,on peut suppri- 
mer dans le premier terme , comme se trouvant à la 
fois au numérateur et au dénominateur , tous les fac- 
teurs depuis p + 1 — 71 jusqu'à 7» — 1 ^ et les introduire^ 
au contraire ,8i p+i — n <^ti — i. Avec cette at- 
tention et en renversant Tordre des facteurs^ le premier 
terme devient 

pQp— (p— yt + a) 

i.a.3. . .(/i— 1) * 

ce qui met sur la voie des changemens analogues à faire 
dans les autres ; et si , pour abréger, on pose 

p-^m^rzp^ p'^amzzsp", p«r-3m=p*, etc.jk 

on obtient la formiile 

p(p — 1 1) . . . . (p — n + a) 

i.a.3. ...(»— 1) 
pV— i)....(p^ — n + a) ^y> 
i.a.3.. . .(n — i) 1 

, pV— 0...-(p^~» + a)^n(g:::iO 

. i.a.3....(7i — 1) 1.3 

p'^Q)*— 1). > . .(p*^— n + a) ^ n(yi— i)(rt — a) 

"^ ., i.a.3....(n — 1) i.a73 

+ etc.. 
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semblable à celle de Meivre. £n l'appliquant ^ comme- 
lui , à cherdier le nombre de manières d'amener 1» 
point 16 avec 4 dés ordinaires , on doit prendre 

»=4, m = 6, p = i5, p' = 9, p' — Sy 
ce gui donne 

i5.i4.i3 Q.8.7 4 I S.a.i 4*3 r 

i.a.o 1 i«a.o i.a 

Ce nombre étant divisé par 6^ = 1296» qui marque 
celui de toutes les chances possibles dans le jet si- 
multané de 4 dés, on aura la probabilité Ti^ê' ^°'" 
vîron jVi d'amener avec ces dés le point 16. 

En ne supposant que 3 dés et cherchant le nombre 
de manières d'amener les points 3, 49^>^>7>^^ 
9 et 10, on prendra successivement pour p> chacu» 
des nombres 

a* 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

et^ par ces valeurs» on trouvera 

1, 3, 6, 10, i5, ait 25, 27; 

nombres dont la somme 108 est moitié de 6^ = 2i&^ 
nombre total des chances ; il est donc également pro- 
bable , avec 3 dés , d'amener dans un seul jet un point 
inférieur à 11 ou supérieur à 10. Cette remarque est le 
fondement du jeu nommé passe dix» 

57. La recherche de la probabilité que tous les nu- 
méros d'une loterie seront sortis après^un nombre donné 
de tirages , problème qu'Euler et M. Laplace ont ré- 
solu par des moyens diiFéreus , dffre , dans un énoncé 
simple , une question curieuse. 
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La considération du polynôme y serait applicable 
aussi ; mais ne me paraissant pas devoir mener facile- 
ment à la solution générale . je vais passer a Fex- 
plication de la formate donnée par Buler {Opuscula 
analytica , t. Il, p. 335). On trouvera dans la note II 
la solution de M. Laplace. 

Soit m le nombre des numéros dont se compose la 
loterie et dont il en sot^ i à chaque tirage; on demande 
la probabilité que tous' seront sortis dans n tirages ? 

Les chances également possibles dans up tirage sont 
toutes les combinaisons qu*on peut faire des m numéros » 
pris en nombre i ; celui de ces chances aura donc pour 
expression 

i.si.3....£ 

Désignons-le, pour abréger , par P^ i afin de pouvoir 
représenter par Pm^i% Pm^%% etc., ce qu'il devient 
quand on y change menm — i, m — a, etc. } et pour 
éviter touter confusion, substituons les lettres a, &> 
c» d^ e» etc. 9 aux numéros de la loterie. Cela posé > 

71 tirages donneront (P„)» = P* arrangemens des 

premières chances prises n kn, p^rmi lesquels se trou- 
veront compris I tant ceux qui contiennent toutes les 
lettres , que ceux où il en manque quelques-unes ; la 
question se rédqit évidemi^ent à soustraire ces derniers 
du nombre total i pour arriver ^ Texpression du nombre 
de ceux qui remplissent la condition du problème. 

Il est d'abord évident que les arrangea^eos qui ne con- 
tiennent pas une lettre désignée , a par exemple , se trou- 
veraient tous dans une loterie formée des m -— i lettres 
restantes; quils sont par conséquent au nombre de 

P"_ , et qu'en exceptant ainsi chaque lettre à son 
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tour, on aura déjà mt^ ^ arrangemens à ôter de 
P* y ce qui donnera 

Mais il faut observer que parmi Tes arrangeniens qu^ 
ne contiennent point la lettre (f, se trouvent ceux qui 
ne renferment en même temps ni a , ni 6 ^ qui de même 
se trouvent aussi parmi les arrange mens ne renfer- 
mant point b \ chacun de ceux où il manque a lettres» 

a donc été retranché â fois , lorsqu'on a ôté de P les 
arrangemens où il manque une lettre; or les pre- 
miers , qui sont au nombre de — ^ ^m— a > ° *'*'' 

raient dû être retranchés qu'une seule fois : il faut 
donc les ajouter x fois à l'expression formée ci>dessus ^ 
et Ton aura 

m *"" j • m— 1 "i 1,2 " m— »»^ 

Les arrangemens où il manque 3 lettres ^ o., b ^ c y 

par exemple , ont été retranchés d'abord 3 fois , 

savoir, avec ceux où a manque , où b manque, où 

c manque ; ils ont été ensuite ajoutés 3 fois , savoir , 

. avec les arrangemens où a et & manquent en même 

temps y ou bien a et c , ou {>ien b et c. Si on les a ôtéis 

d'un côté 3 fois , on les a remis autant de l'autre ; il 

faut donc les soustraire de nouveau^ et leur nombre 

, ^ mCm — 1 )(m — a) -^» 

étant — î i-^^v ^^m-3> ^° aura, après cetta 

opération. 
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p'^^p* , m(m— i) » 

7n(?n— i)(?n— ' a) « 

1.2.3 "-3. 

Passant aux arrangemens où. il manque 4 lettres , 
on verra de même qu'ib ont été retranchés 4 fois 
avec ceux où il manque i lettre^ ajoutée 6 fois avec 
ceux où il manque â^ lettres » et retranchés 4 ^^^^ 
avec ceux où il manque 3 lettres ; ayant donc été re- 
tranchés a fois de plus qu'ils n'ont été ajoutés » il 
faut les ajouter encore i fois , et leur nombre étant 

i.a.3.4 "^^ 



p'^Htp'" m(m— » 

■* m I m— I «^ i^Q *^m— a 

m(77l — 1 )(7?l — a) p» 

• 

, m(m — i)(?re— «)(7yi — 3) p» 
■^ 1.2.3.4 "■"*' 

La loi de cette expression est maintenant assez évi- 
dente pour qu'on puisse la pousser aussi loin qu'on 
le voudra ; mais pour en constater la vérité indépen- 
damment de toute induction , il suffit d'observer qu'un 
arrangement où il manque un nombre p de lettres » est 

retranché ~ fois avec ceux où il en manque 1 , ajouté 

£-2 fois avec ceux où il en manque 2, re- 
tranché rVP 7* J\P f^jg ^^gç çgy^ ^^ jl g^ 

1.2.0 
manque 3> et dnsi de suite ,. ce qui donne pour ré- 
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sttltat Texpression 

p I p(p— p(p--^ )( p—^) ^P 

1 i.fl i.a.3 1 • 

renfermant touB les termes dn développement de{i^^iy, 
à Texception dû premier terme, gui est + 1 , et du 
dernier 9 qui est qr i > selon que p est impair ou pair* 
L'expression ci-dessuâ est donc égale à o dans le pre- 
mier cas , et à «^^ â dans le second ; ainsi , dans Fnn on 
aura encore à retrancher les combinaisons où il manque 
p lettres , et dans l'autre , ces combinaisons auront ét6 
soustraites a fois au lieu d*une : il faudra par consé-^ 
quent joindre à l'expression du nombre des arrangemens 
cherchés , le terme 

m(yii— > i). . . .(m-*jp «f» i) w» 
i.fl p "~'f 

avec le signe — - si p est impair > et le signe -f* si ce 
nombre est pair. 

Le problème proposé est donc complètement résolu 
par la formule 

P ««• «^ p ... 32 ■ ri I • I ■ Il II * ■ i /^ ^ 

^m ^^m^i ^ j^3 p ''m^pf 

tant qu'on se bbme aux doosidériftions algébriques , 
puisque cette formiii* doltkie le nombre de chances 
favorables à l'événement désiré, et qu'en la divisant 

par P 4 nombre total des chances , on aura la pro- 
babilité deOtahdée , que tous les numéros de la lotetie 
seront sortis dans un nombre n de tirages. 



On voit que la question suppose n ^ -t^ ; et Euler 
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remarque en effet que la formule ci-dessua démettre 



m 



nulle tant que n ^-r-. De plus» il faut dans les va- 

i> 

leurs deP^ s'arrêter à p^^m^—i^ parce qu'alors il ne reste 

dans la loterie que ?n— (m-— i)=i numéros» et que tous 

les tirages sont les mêmes; aussi trouve-t-onP^irsi, 

Il est à propoâ d'observer aussi que P* se réduirait 

H» 

à m^f s'il ne sortait qu'un numéro à chaque tirage , 
c'est-à-dire si l'on avait i= i. 

&8. Euler a montré que pour mettre facilement en 
nombres la formule ci-dessus, lorsque les valeurs de m 
et de n étaient considérable»» il suiEsdt de calculer le 
logarithme du rapport de chaque terme iavec celui qui 
le précède. 

En effets si pour abréger» on pose 

, m-i » j a m^ » 

^(^^ x)(^ -, a) ^. 



on aura 



P* P" 



P P A ^ P* 

m m m— 1 

P** . 

C m— fl *-' 

., etc.; 



> 



B 5 p 



n 
m— a 



puis remontant aux valeurs de P** , ^ , p' .etc., 
on obtiendra 
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_ f (m — i),.>(m — Y _ f^ — j\ ' 

1/11(771— 1). ...(m — i + l)j \ 771 / 



p 



{ (771 fl),..(77l-^£ l) 1"_ ^ÎÎZiîlllV 
(771— l)(77l — 2)...(/7l — 1)3 '^\m'^l /* 



m— 1 

etc.; 

d*ou Ton conclura 

ji 771 /771 i \* ^ 771»— 1/ 771 «— g — 1 

jp* l\77l/* ^ a\77l 1. 

m 

C 771— a /771— i — 2V ^ 

passant aux logarithmes^ on aura 

I — - = 1 771 — 71 1 —: 1 , 

p" 771 l ' 



,5 , 771—1 - 771 

1— ; = 1 Tll 



A a 771 — i— 1 ' 

*C -771—3 , 771— -a 

1^ «= 1—5- ni-- r— , 

JS 3 771—1 — a 

etc.; 
et en observant que 

p« p*^ * A p*^ p'^ B 

mm- tn m 

on déterminera , par une suite d'autant plus conTer- 
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Ijèirrte qile le nombre n sera grande le rapport de^ (^qne 
terme de la formule proposée , comparé au premiet^ 
œ qui domiera la probabilité demandée ; ibar cette for- 
taule étàni dîyi^e par P* , deyieïiit , pat les dénomî-»- 

étions employées ci-dessus y 

|>* z>* jp» 

m m m 

ïln preûant m =90 , £= 5 , n = 100 , on obtient^ 
iau moyen des six premiers termes de ]û formule , poulr 
la probabilité de la sortie àea 90 numéros de la lo^ 
terie de France, la firactipu 0,7410, exacte à moiiis 
de ~^, et qtii surpasse beaucoup | (*)• Il ne serait pas 
difficile > en rétrogradant , de s'assurer que c'est du 85^ 
au 86^ tirage que cette probabilité passe au=<le1à de ^. 
En portant le nombre des tirages à 200, il suffit des 
deux pruniers termes de la formule , qtii donnent 
0,9990 , probabilité très peu différente de 1 . 

Dans le Mémoire cité , Euler ne se borne pas aii 
^roblètne dont je viens de donner la solution; il cherch0 
aussi les.probabilités pour la sortie de m— •!, m—a, etc. ^ 
numéros , et parvient à des, expressions très remar-^ 
quables* J'indiquerai également aux lecteurs un Mé- 
moire inséré dans ceux de l'Académie de Berlin , pout 
Tannée 1761 (p. a55), où il détermine Jes probabilités 
dans le jeu de cartes appelé jeu de rencontre. Le seul 



(*)Eiiler trooire 0,7419; mais Tremblej quiie^t: rerena isar cette 
qUesi^OA daD« leb Mémoires de VAcadém* de Berlin , ann. 1 794 et 
^79^ (P'S* TQ ayant mis |^lus d'exactitudis dans las calculs, est par- 
Venu au nombre rapporta ci-dessuis. 

iâ* édUioH. 7 
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emploi de la théorie des permutations le conduit à des 
résultats très élégans et très curieux (*). 

59. Je terminerai cette suite de questions en donnant 
une idée de celles qui concernent les parties jouées en ra- 
battant, c'est-à-dire en ne comptant jamais que Texcès 
du nombre de coups gagnés par un joueur ^ sur le nom- 
bre de ceux que Tautre a gagnés , de sorte que le gaia 
total , ou la fin de la partie , dépende d'obtenir , non 
pas un nombre donné de points , mais un nombre qui 
surpasse d'un excès donné , celui des points gagnés 
par l'autre joueur. . 

Pour éclaircir ceci par un exemple > monti'ons d'a- 
bord ce qu'il peut arriver lorsque l'excès de points qui 
fait gagner est égal à 2 ; désignons par u^ et ^ les 
joueurs , ainsi que les points qu'ils gagnent, et suppo- 
sons que la probabilité d'obtenir un point soit \, Il est 
évident que tQus les arrangemens dans lesquels la même 
lettre se trouve aux deux premières places , doivent 
être excfus dès qu'il y a plus de deux^laces , puisqu'ils 
désignent un coup qui ne pourrait se présenter qu'a- • 
près \a terminaison du jeu ; ainsi l'arrangement AA 
faisant gagner le joueur A , exclut l'arrangement AAB. 
On voit aussi que la même lettre ne saurait se trouver 
plus de 3 fois de suite après la première place ; l'arran- 
gement BAAAAB , par exemple , ne peut entrer dans 
ceux du 6® coup , puisqu'il dérive de- l'arrangement 
BAAA , qui terminerait le jeu au 4* coup. D'après ces 
observations ^ on trouvera que les divers évènemens 
possibles sont , 

(^) La même question , présentée sous un autre énoncé dans la 
Théorie analytique des Probabilités i par M. Laplace, p. 217 , 
a été traitée de nouveau par M. Tedenat, dans le tome XII des ^/t- 
nales de Mathématiques pures et appliquées, cpi« pablk 
M. Gergonne (p. 120). 
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an 4*1 c^<^* 
ABAA 
,ABAB 
ABBA 
ABBB 
BAAA 
BAAB 
BABA 
BABB. 

En cherchant dans ce tableau , dont la continuation 
ne présente aucune difficulté , les arrangemens où le 
nombre des répétitions d'une même lettre surpasse de 
s celui des répétitions de l'autre lettre , et qui termi- 
nent le jeu y on en trouvera a au a* coup ^ savoir , 
A A et BB ; 4 au 4* coup , savoir, 

ABAA, ABBB, BAAA, BABB, 

et ainsi de suite. Les probabilités étant \ pour chaque 
événement du a* coup , ^ pour ceux du 3* , «^^ pour 
ceux du 4^> etc. f on aura la probabilité a.^ = ^ 
que la partie se tenpinera au â® coup, 4*1^=1 qa*eUe 
finira précbément au 4^ coup , et par conséquent , la 
probabilité ^ + J qu'elle ne se prolongera pas au-delà 
de 4 coups; on trouverait i+i+^ pour le 6« coup , 
et ainsi de suite ; car il est d'ailleurs évident que Ja 
partie ne peut se terminer qu'à un nombre pair de 
coups. 

Si le gain de la partie dépendait d'obtenir une supé- 
riorité de 3 points , le tableau des évènemens possibles 
à chaque coup, deviendrait beaucoup plus compliqué; 
maïs Moivre a bien simplifié le problème , en cher- 
chant , en premier lieu , la probabilité qu'à un coup 
déterminé , la partie ne sera pas finie (*). 

(*) Doctrine of Chances ^ p. ao2. 
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6o. Quaiid la supériorité demandée e^t seulement de 
deux points , comme dans l'exemple ci-dessus , la par- 
tie ne pouvant pas être décidée en moins de deux coups^ 
il faudra considérer d^abord la formule 

dans laquelle les termes e* et^^ indiquent la probabilité 
du gain de deux points de suite ^ soit par ji, soit par B, 
et ae/* celle que la partie ne sera pas finie. Maintenant, 
pour aller plus loin , il faut , d*après les règles concer- 
nant les probabilités composées (17)» multiplier aef 
par e +f\ ce qui donnera , pour le S* coup » les 
termes 

répondant aux éyènemens 

AAB, ABB, 

dont aucun ne peut décider la partie ; passant donc au 
coup suivant, on multipliera encore . ae^+ aç^ par 
e+y, ce qui donnera 

dont le terme du milieu ^e^^ répond au cas où la 
partie n'est pas finie. Déjà Ton voit que cette par- 
tie ne pouvant finir que dans un coup d'ordre pair, 

il est plus simple de prendre pour multiplicateur 

«*+2ç/*+y^, et l'on reconnaît sans peine que lespro** 
habilités cherchées forment la progression par quo- 
tient 

fl^, 4^!/^, 8e3/», etc. 
En supposant , comme dans notre exemple , que les 
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Celui qui , dans le jet d'un dé à 6 faces , parierait 
d'amener une face désignée ^ ne devrait déposer au jeu 
que la 5® partie de ce qu'y mettrait son adversaire > 
puisqu'il n'aurait en sa faveur que i chance^ tandis que 
l'autre en aurait 5. 

Quelque naturelle que soit cette conclusion , on la 
rendra peut-être encore plus évidente , en concevant 
d'abord que chaque face du dé soit assignée à un pa- 
rieur différent^ et que la'somme mise au jeu doive échoir 
à celui qui aura désigné la face amenée par le jet. Il 
n*y a pas de raison alors pour que la mise de Tun 
de ces joueurs soit plus considérable que celle de tout 
autre. Son gain sera donc quintuple de cette mise i et 
81 quelqu'un voulait se substituer aux 5 autres , avant 
que le sort eût prononcé , il devrait nécessairement 
leur rendre leur mise : il déposerait donc 5 fois autant 
que le premier > c'est-à-dire précisément en raison du 
nombre des chances qui sont en sa faveur. 

Ce que je viens de dire sur l'exemple précédent s'ap- 
pliquerait également à de plus compliqués ; on peut 
concevoir de même que 36 parieurs se sont distribué 
toutes les chances comprises dans le tableau de la 
page 11; chacun de ces -parieurs doit déposer la même 
somme au jeu^ et la totalité des mises formerait le 
gain d'un seul , si la condition à remplir était Far-* 
rivée de la chance dont il a fait choix. Mais si 
cette condition est seulement d'amener avec les deux 
dés un point désigné , tous ceiix des joueurs qui ont 
pris une des chances formant ce point ont un droit 
égal au gain ; ils devront donc le prendre en commun , 
pour se le partager également. Si le point dont il 
s'agit est 8, par exemple^ il y aura 5 gagnans , puisque 
ce point résulte de 5 chances ', et le fonds du jeu , 
composé de 36 mises particulières , sera acquis par 5. 
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Si donc on remplace par un seul individu ceux qttt 
ont les chances favorables au point 8 , et par un se^ 
cond ceux qui ont toutes les autres ^ on voit que leurs 
mises respectives aeront dans le rapport de 5 à 3i ^ 
c'est-à-dire proportionnelles au nombre de chances'qui 
les font gagner. 

Ces considérations^ dont Moivre parait avoir fait 
usage le premier (^*) » justifient suffisamment , ce me 
semble, le principe posé ci-dessus, d'après lequel, si 
deux joueurs , ' ayant en leur faveur les probabilités e 
etf, déposent des sommes a et i , il faut, pour former 
un pari équitable , qu'il y ait la proportion 

a : 6 :: e : /, d'où qf= be. 

6s. Ce principe suffit pour tous les cas oà le hasard 
décide en une seule épreuve , parce qu'alors la condi-*' 
tion des joueurs ne change que par la conclusion do 
Tévènement ; en sorte que si la volonté des joueurs , 
ou un empêchement quelconque s'opposait à ce que 
le hasard, d'où dépend le jeu , fut tenté , chacun d'eux 
renonçant aux chances qu'il avait acquises par sa mise 
eu jeu , la reprendrait en entier. Il n'en est pas de 
même quand, pour terminer le jeu , il faut de^ épreuves 
répétées, et que quelques-unes ayant déjà eu lieu , ont 
modifié le nombre des chances favorables aux divers 
joueors ; leur espérance a changé , et avec elle leur; 
droit sur le fonds du jeu. C'est sur ce nouveau p.ie4 
qu'il faut régler le partage entre eux , en s'appuyant sur 
la convention généralement établie dans tous les jeux , 
diaprés laquelle tout joueur perd la propriété de Parr . 
fcenii qu'il dépose , mais acquiert en revanche sur le* 



f*) :Pk)çtrù!te: fff Chances, p. 3- 
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probabilités simples soient égaies à ^, on aura 

pour la probabilité que la partie ne sera pas finie au 
a* , au 4' , au G* , etc. , coup ; et en retranchant de 
l'unité ces fractions > il viendra 

i, î, J>etc., 

pour les probabilités de la terminaison de la partie. 

Lorsque le gain ' de la partie dépend de plus de 
deux points , on ne tombe plus sur une progression 
par quotient; mais en suivant la même marche, on 
parvient aiséqsent à cette règle donnée par Moivre : 

Pour trouver la probabilité que la partie dans la- 
quelle le joueur A doit enlever q jetons au joueur 
S , ou celui-ci , p jetons au joueur A , ne sera pas 
finie dans un nombre r de coups ^ multipliez le bi" 
nome e + f par lui-même , autant de fois qu'il y a 
d'unités dans r -<— i , en observant , après chaque 
multiplication y d*ejffacet les termes dans lesquels 
i exposant de la lettre e surpasse de q l'expo- 
sant de la lettre f , ainsi que les termes où l'expo-^ 
sant de la lettre f , surpasse de p celui de la lettre e 
(parce que ces termes répondent à des évènemens qui 
terminent la partie ) ; les termes restans composeront 
la probabilité demandée. 

4 

Si Ton avait 
en suivant la règle ci-dessus , on arriverait à 
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et si Ion faisait e=.fz=i ^ , il en résulterait 



i3 + ai 






128 ~ 128"" 64 

et 1—^^ = ^ pour la probabilité contraire, c'est-à- 
dire que la partie soit finie en 7 coups. On arriverait 
immédiatement à cette dernière en formant la somme 
de tous les termes rejetés dans le cours des multipli- 
cations indiquées ci-dessus , et Ton obtiendrait la pro- 
babilité qui se rapporte à chaque joueur , en prenant 
les termes où celle des lettres e, fy qui le concerne > 
a le plus fort exposant. 

Il resterait à trouver la loi de ces termes , de ma- 
nière à former la probabilité relative à un coup quel- 
conque , sans passer par les précédentes : Moivre a seu- 
lement indiqué cette loi ; mais la recherche en est trop 

longue pour trouver place' dans ce Traité (yoy. la 
noteU)(*). 

De la Règle des Paris ^ et de t espérance matJiématique. 

61. Jusqu ici je n*ai encore considéré les probabilités 
qu en elles-mêmes ; mais le plus souvent on ne les cal- 
cule que pour régler la mise et le gain dans les jeux , 
et en général pour apprécier l'avantage ou le désavan- 
tage pécuniaire des spéculations fondées sur des évè-« 
nemens incertains. Avant qu'aucune théorie mathéma- 
tique eût éclairé celle des hasards , on s'était déjà 
entendu pour regarder comme équitable tout pari dans 
lequel les parieurs déposent des sommes proportion-^ 
nelles au nombre des chances qui les feraient gagner. 

(^) M. Ampère , dans ses Considérations sur la Théorie ma^ 
thématique du Jeu, est parvenu à ccUe loi, par uu proccdepi^ 
rcment algc'briqnc. 
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T> hasarder cette partie , le premier doit dire : je suis 
w sûr d'avoir Sa pistoles , car la perte même me les 
y> demie ; mais pour les autres , peut-être je les aurai y 
» peut-être vous les aurez •, le hasard est égal , parta- 
is geons donc ces Sa pistoles par la moitié , et donnez- 
5î moi , outre cela , mes Sa pistoles qui me sont sûres. Il 
yy aura donc 48 pistoles et Tautre 1 6 (*). « Ce résultat ebt 
le même que celui du calcul des probabilités compo- 
séesj et le raisonnement paraît ici beaucoup plus simple; 
mais il perd cet avantage dans les cas plus compliqués, 
qu'il ne résout qu en les faisant dépendre les uns des 
autres ^ jusqu'à ce qu'ilâ retombent dahs celui-ci. 

Fermât , qui s'occupait du problème des partis en 
même temps que Pascal, y appliqua d'abord la méthode 
des combinaisons , dont celui-ci eut quelque peine à con- 
cevoir l'emploi , lorsqu'il s'agissait de trois joueurs ; et 
pour lever ses doutes , Fermât fit usage des pro- 
babilités composées (**).' 

64* La séparation des joueurs avant la décision du 
sort , qui peut n'être qu*un objet de convenapce ou seu- 
lement de spéculation , devient nécessaire dans le cas 
où le terme du jeu cesse d être assignable , comme cela 
est possible , du moins mathématiquement , dans les 
parties jouées en rabattant (Sg). 

En effet , si les joueurs voulaient se séparer avant la 
décision du sort , comme l'époque de cette décision est 
indéterminée , il faudrait qu'ils convinssent préalable- 
ment du nombre de coups sur lequel ils se proposent de 
régler leur partage. Je supposerai que dans l'exem- 
ple du n"* cité, le joueur j4 ayant gagné un point au i*"^ 



- (*) OEwres de Pascal, t. IV, p. 4» 3. 

(**) Ibid, , p. 439. On voit 5 la ^agc ^34 , que Pascal avait aussi 
résolu le cas de trois joueurs , par sa méthode gcncralc qu'il cite 
encore p. 4^7 > 443- 
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coup , propose alors la cessation du jeu ; le tableau de* 
la page 99 montre que le i**^ coup ayant amené Tévène- 
inent ^ ,i\ ne reste au second coup que les éyènemens- 
A A et AB, dont la probabilité est 5, Le premier fait ga- 
gner le joueur A ; le second, réduisant les deux joueurs 
à l'égalité , donne à cBacun la probabilité i de gagner , 
la même qu'il avait en se mettant au jeu. Suivant ces- 
remarques, les probabilités sont, pour le 1*' joueur» 
5-|-J.iz=^, pour le a*, i.J = J. Si donc ils prennent 
le second coup pour régler leur séparation , le joueur A 
aura les | de la somme déposée , et le joueur £ seule- 
ment ~ ; ce qui est d'ailleurs évident, puisque le point A 
arrivé au 1*' coup , excluant les arrangemens BA etBR 
du a* coup, ne laisse à ce joueur que la part assignée 
par révènemeot AB. 

65. La considération des sommes éventuelles , c*est« 
à*dire dépendantes du hasard , a introduit.dans le cal- 
cul des probabilités une expression qui mérite un exa- 
men particulier , celle ^espérance mathématique , par 
laquelle on désigne le produit d'une somme éventuelle 
par la probabilité de l'obtenir. C'est dans la règle des 
partis qu'on en saisit le mieux la raison. Lorsque des 
joueurs consentent à partager le fonds du jeu avant 
que le sort ea ait disposé , ils n'ont encore que des 
espérances *, et cette règle accordant à chacun d eux , 
sur la somme déposée , une partie indiquée par la 
probabilité qu'il a de gagner le tout, il était assez 
naturel de prendre cette partie pour la valeur de son 
attente. On pourrait aussi la considérer comme ce que 
devrait lui payer quelqu'un qui voudrait prendre sa 
place si le jeu continuait. On va retrouver ces divers 
points de vue dans la règle des paris. 

GS. Premièrement, l'équation fl/ = ie (61) exprime 
régalité des produits formés en multipliant le gain 
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fonds du jeu un droit proportionnel à la probabilité 
<Hiil a de gagner ce fonds. 

Par exemple ^ une personne parie d*amener deuxfob 
le même point dans deux jets consécutifs d*un dé à 
6 faces ; la probabilité de cet événement étant seule-" 
ment j^, et celle de Tévènement contraire |f , cette 
personne ne doit mettre au jeu que i^"^* et sbn advei>- 
saire 35. Posons que le premier jet ayant eu lieu , le 
point désigné ait paru , et qu'alors les joueurs veuillent 
se séparer; celui qui a parié d'amener le point désigné 
aurait encore au second jet i chance pour lui et seule- 
ment 5 contre ; son espérance est donc très différente 
de ce qu'elle était avant le premier jet. Dans ce cas , 
la mise totale étant considérée comme appartenant au 
jeu , toutes les chances également possibles ont un droit 
égal au partage de cette somme, et celui qui réunit 
plusieurs chances doit avoir les parts correspondantes : 
ainsi le premier joueur prendra le 6" de la mise totale , 
ou G-^''', et son adversaire les ^, ou Sc/"^* 

63. Sous cette dernière forme ^ la règle des paria 
servant à partager la somme déposée par les joueurs , 
avant que le sort ait prononcé entre eux^ prend le nom 
de règle des partis (♦). L'application que Pascal en 
a faite aux questions que lui proposait le chevalier de 
Méré , déjà cité (a4) > ^ donné naissance au calcul des 
probabilités. Voici l'une des plus simples de ces ques- 
tions 1 Deux joueurs ont formé un fonds destiné à ce-' 
lui qui aura le plus tôt gagné trois parties ; ils se 
séparent lorsque le premier en a gagné deux et le 

(*) Le mot parti étant pris dans le sens de distribntion. De \k 
est venue cette façpn de parler; faire à quelqu'un unjbon parti ;. 
ce serait une faute que de dire la règle des parties, (Voy. OJSuwres 
de Pascal , t. V , p. 33.) 
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second une; on demande la part que chacun doit auoir. 
sur le fonds du jeu , en supposant que la probabilit^é 
de gagner isolément une partie soit { pour chaque 
joueur ? 

. La considération des probabilités composées résout 
bien facilement cette question. S'il était joué une par- 
tie de plus et que le premier joueur la gagnât , il au- 
rait la mise totale ; la probabilité de cet événement 
est ^. S'il n'arrivait pas , chacun des joueurs ayant alors 
gagné deux parties , la suivante déciderait nécessaire- 
ment leur sort ; mais la probabilité qu'elle serait jouée 
étant I, on aura ^ pour la probabilité qu elle serait ga- 
gnée par le premier joueur, et de même pour le se- 
cond. Or cette dernière probabilité est la seule que le 
second joueur ait de gagner^ tandis que le premier 
avait i dès la partie précédente ', les probabilités to- 
tales sont par conséquent ^' 

pour le 1*' joueur ,- + - = -, et pour le a®, 7* 

244 '4 

Si donc le fonds du jeu était de 64 pistoles , comme 
le suppose Pascal , le premier joueur devrait en prendre 
les |i ou 4^ pistoles, et l'autre^ seulement, ou 16, 
Quelque simple qu'il soit, cet exemple peut suffire pour 
montrer ce qu'il faut faire dans tous ceux qui pourront 
se présenter , et réduit la difficulté au développement 
de tous les évènemens possibles, jusqu'à celui qui amène 
la décision du sort. 

Pascal ne poussait pas le calcul si loin , daos 
l'exemple ci-dessus ; il se bornait à chercher ce qui 
arriverait si la 4^ partie était jouée. Dans le cas où 
le premier joueur la perdrait , les deux ayant gagné 
chacun le même nombre de parties , auraient droit 
à la moitié des 64 pistoles : a Donc s'ils ne veulent point 
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tpi'espèrè chaque joueur, par la probabilité de Tobte- 
nîr : on peut donc dire que dans un pari équitable ^ 
les espérances mathématiques des deux parieurs doivent 
être égales. 

Secondement, si Ton regarde les mises de ces joueurs 
comme ne leur appartenant plus , dès qu'elles sont 
déposées y et qu'on évalue Tespérance sur la rentrée 
de la somme de ces mises, que produit le g^in du 
pari, on aura 

(a + V)e pour le i*' joueur, (a -f- i)y pour le a*; 

et à cause que 6«= qf et «+/"== 1 , ces valeurs sont 
respectivement égales aux mises a et b. On voit donc 
que la mise de chaque joueur doit être égale à son 
espérance mathématique sur la somme déposée pour 
former le fonds du jeu; elle peut être considérée 
comme le prix qu*il donne pour acquérir cette es-> 
pérance ; et en observant que la certitude est représentée 
par 1 , on aura les équations remarquables 

(a + i)e = a.i, {b + d)f-=^b,\. 

Troisièmement , si Ton met Téquation q/'=r be sous 

la forme 

fee— qf=o , 

et qu'on regarde les pertes comme des sommes négatives, 
le produit — af de la somme — a , par la probabilité 
y du gain du second joueur , pourra entrer dans Téva-^ 
luatîon de l'espérance mathématique du premier , la- 
quelle se formera alors en multipliant le profit ou la 
perte que lui apportent chacun des évènemens possibles^ 
par la probabilité de ces évènemens , et donnant aux 
pertes le signe — -. Elle sera égale à zéro, dans le cas 
dn pari équitable ; ce qui veut dire que Fétat du joueur 
doit être envisagé comme n'étant pas changé par son 
entréç au jeu. 
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Ce dermer point de vue semble présenter une cotH' 
tradîctîon dans les termes ; car Tétat indiqué par l'es- 
pérance mathématique du joueur est fictif: il n'est point 
celui qui a lieu dans la réalité. Après la décision du 
sort , Targeot du joueur sera augmenté de b ou dimi- 
nué de a , selon qu'il aura gagné ou perdu. Dans l'un 
et l'autre cas y son état sera différent de ce qu'il était 
avant le jeu. Comment donc interpréter cette conclu- 
sion , dans laquelle semblent se compenser l'un par 
l'autre deux évènemens qui s'excluent mutuellement ? 
Par les conséquences des épreuves répétées , dont la 
multiplication tend sans cesse à rapprocher. la dis- 
tribution des évènemens simples du rapport de leurs 
probabilités. 

67. Cette explication , donnée par Condorcet , qui 
a le premier remarqué la difficulté , s'appuie sur des 
propositions démontrées par le calcul. D'abord , dans 
un nombre quelconque d'épreuves , le plus probable 
des évènemens composés est précisément celui où le 
gain égale la perte. En effet , si les évènemens A et B, 
dont l'un fait gagner b et l'autre perdre a , ont respec- 
*v tivement les probabilités 

771 /• n 

on aura 

, ^ btn — an 

be—af=: y 

7?l-^7l 

et par conséquent 

bm — an=:o, quand ie — û/*=o. 

Mais dans un nombre r(m + n) d'épreuves , l'événe- 
ment le plus probable étant composé de rm évène— 
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Inens A et de m éyènetnens B (ag) , donnera au joueur 
qui parie pour^, la somme 

hmr — anr , 

qui s'éyanotiit quand on a l'équation 

bm — an = o , ou la proportion a\h\\m\n ^ 

c'est-à'-dire lorsque les mises sont en raison des proba- 
bilités (61). 

68. A la vérité , ce résultat précis ne repose que 
sur une probabilité relative 5 mais on peut obtenir 
une probabilité absolue ^ de plus en plus grande y d'en 
approcher , dans un certain sens > aussi près qu'on le 
voudra ^ savoir , la probabilité que le rapport du nom- 
bre des évènemens A au nombre des épreuves sera com« 
pris entre les limites 

771 + 1 "m — 1 , 

• _, et — r— , 
771-^7^ Tn-j-n 

lorsqu'on embrassera r(77i + n) épreuves (34)« 

Écrivons dans ces formules sm et sn à la place de 
771 et de 7^ ; suivant l'observation du n^ 35 *, les limites 
ci-dessus devenant 

J771 + 1 5771—1 



5(771+ n) * ' s{m + n) ' 

se rapporteront à des évènemens composés, dans les- 
quels il en entrera au plus rsm + r de l'espèce A 
avec rsn — r de l'espèce B, et au moins r577i — r de 
l'espèce] -4 avec rsn + r de l'espèce B. Dans le pre- 
mier cas, le joueur qui parie pour A recevra 

(r^TTi + r)b , et donnera (rsn — r)a ; la valeur de cet 
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événement composé sera donc 

(rsm'irr)b «— (r^n *— r)a = rs TTitô — na -f- ■ \ 

Si elle est positive , ce qui arrivera quand 

mb + -^— ^ na • 
s 

elle exprimera le gain du joueur qui parie pour A , et 
la perte de celui qui parie pour B^ 

Dans le second cas , au lien de la Yàlenr ci'-dessns^ 
on aura 

{rsm — r)6— (r5ii+r)a==r5rmft— na—- — ^î^j , 
valeur qui sera négative si 

na + — - — > mb^ 
s 

et qui alors exprimera une perte pour le premiet^ 
joueur, un gain pour le second. 

Quand bm — on = o > tout devient égal entre euac; 
ils ont la même probabilité de ne pas gagner et de ntf 
pas perdre au-delà de la somme 

Cest une partie déterminée de la tiiise totale de cluujaé 

joueur ; car si Ton y remplace b par sa valeur — ^ 

m 

tirée de réquation 

bm — c/i Sis , 
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«lie deviendra — ^ ^, et la mise totale du jonear 

qui parie pouf A étant rsa{m -f- f») = i^ > on aura 

r(a-hi) = — ; 

la somme gagnée ou perdue a donc avec la mise totale 

k I 

le rapport — • 

En désignant par itT la mise dn joueur qui parie 
pour B y on trouverait de même , en diassant a au lieu 
de 6» 

• J 

t:e qui donne ^ pour le second jotieUr^ le rapport — • 

H suit de là que ^ coitame oh peut assigner d*abord 
au Nombre s telle valeur qu'on veut , on pourra sup^ 

poser aussi petits qu*on le voudra les rapports * — , 

^— ;- et prenant ensuite pour r des nombres de plus en 
sn 

plus Considérables ^ on obtiendra une probabilité de 

plus en plus grande, que la somme perdue par l'un 

quelconque des joueurs, et gagnée par T autre , ne sur* 

passera pas une fraction donnée, et aussi petite qiion 

le voudra , de leur mise totale. 

69. Supposons maintenant que Téquation « 

Ifjji — an = o n'ait pas lieu, mais que l'espérance du se- 
cond joueur remporte sur celle niu premier ; posons en 
conséquence > an = bm + c ; il «n résultera , dans le 
premier cas , 

&* édition» 8 
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(. c + i\ r gain du i •' joueur , 
^""ï / 1 perte du a* , 

et dans le second cas , 

< a + b\ ( perte du !•' joueur , 
s J \ gain du a*. 

On voit par ces expressions , que le gain du i*' joueur 
se change en perte , et la perte du a* en gain , dès 

que c^ T ; le 1**" joueur perdra donc dans tonte 

s 

rétendue àeà limites assignées aux évènemens compo- 
sés , tandis que le a® gagnera toujours entre ces mêmes 
limites. Or le nombre 5 pouvant être pris aussi grand 
qu'on voudra^ il s'ensuit que quelque petite que soit 
la différence qu'on établisse entre les espérances ma-' 
thématiques de deux joueurs , on pourra, en mul^ 
ti pliant le nombre des épreuves , obtenir telle proba-^ 
bilitéquon voudra^ que le joueur favorisé sera toujours 
en gain , et l'autre toujours en perte. 

Cette dernière proposition me paraît bien suffisante 
pour fonder la règle du pari équitable , et fixer le sens 
que Ton doit attacher à l'espérance mathématique ; 
elle prouve la nécessité de faire entrer la répétition 
des hasards dans Tappréciation des pertes et des gains 
qu'ils amènent, et justifié complètement l'assertion qui 
termine le n° ^o (*). 

70. Je n'ai encore considéré que deux évènemens 

•■ '- ■ / 

(*) Condorcet ajoute encore les considérations suivantes qui ne 
sont pas moins curieuses. 

Dans le développement de (w»+ii)'"('»+») la somme des termes qui 
précèdent le plus grand , celui qui est affecté île m'*'";?/'» , comparée 
à b valeur totale du développement , tend sans cesse vers le rapport 
1^; il en est de même de la somme des termes qui suivent ce plus 
grand. Lies premiers. répondent aux évènemens qui font gagner le 



/ 
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possibles à chaque épreuve; inais on applique Vespé-' 
rance mathématique à révaluation de tons les genres 
de hasard. Soit , par exemple , un dé à 6 faces , 
marquées depuis i jusquà 6 , pour fcqjparition de cha" 
cune desquelles un joueur s'engage à donner à celui 
qui jette le dé , autant de francs quelle contient de 
points; on demande la somme que ce dernier doit 
mettre au jeu ? L'espérance mathématique de celui-ci 
se forme en ajoutant celles que donnent tous les évè- 
nemens possibles , et qui sont égales au produit du 
nombre de points marqués sur les diverses faces , par 
la probabilité ^ d*en amener une quelconque : le ré- 
sultat est 

i(i + a+3 + 4 + 5 + 6) = 3/-i, 

et par conséquent la mise cherchée (66). Aucun éyè«* 
nement ne rapportera préciséiQent cette somme ; mais 
elle est la moyenne (ou elle tient le milieu) entre 
celles que le second joueur retire par les gains et celles 
que lui laissent les pertes ; c'est-à-dire que les unes 
sont autant au-dessus que les autres sont au-dessous. 
En effets il éprouvera, sur les points 

1, Zy Ofles pertes fl^*"* -, if»"- -, - 



)Ooear pariant pour ^^ les antres aux ëvènemens qni font gagner 
son adversaire, lorsqoe leurs espe'rances matliânatîques sont égales , 
et seulement dans ce cas ^ il s'ensuit donc que. dans ce cas seule- 
ment , les probabilités de gain tendent à deyenir égjl^ pour cha- 
que loueur , à mesure que les épreuves se multipliedt. (ÈSsài sur la 
probabilité des décisions , etc., p. i45). Lès Borhebdàfi's l^quèlles 
je me suis proposé de resserrer cet Ouvrage , ne me penne ttôit pas 
de rapporter la démonstration de la proposition drdessus; mais 
dn en trouvera du moins des exemples numériques clans la note de 
la page a45. 

8.. 
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et sur les points 

l/r. I I 

4, 5 , 6, les gains ~ , lA- - , a/''- -. 

les unes compensent les autres. Pour le premier joueur,' 
ce serait la même chose , mais dans Tordre inverse. 

De pIuS| cette valeur moyenne est celle qui ne pro- 
duit ni perte ni gain, pour Tévènement composé le 
plus probable dans les épreuves répétées , puisque cet 
événement répond au terme dont les exposans sont pro** 
portionnels aux probabilités des évènemens. sim- 
ples (54). 

71. Cette compensation ne peut être considérée que 
comme un état fictif résultant de l'impossibilité d'assî- 
gijier de quel côté sera lé gain^ lorsque le jeu est égal ; 
car il faut bien remarquer que si le calcul montre qne^ 
dans ce cas , les rapports des pertes aux mises totales 
des joueurs , sont renfermés dans des limites de pluis en 
plus resserrées (68); il ne s*en suit pas la diminution de 
la valeur absolue de ces pertes, mais , au contraire ^ son 
augmentation^ puisque la somme r(a-f-i&) croît sans cesse 
avec r. Aussi, en ne considérant que le résultat général da 
jeu, sans s'arrêter au sort de l'un des joueurs en particu- 
lier, on trouve sans peine qu'z/y a une probabilité toujours 
croissante, que la perte surpassera une somme donnée, 
quelque considérable que soit cette somme. 

Pou^jr parvenir , supposons d'abord que les pro- 
babilités des évènemens simples soient égales ; prenons 
en conséquence le développement de (e -^f)^^ , repré- 
sentons par fAB^fi le terme qui en occupe le xni- 
Keu ; enfin , joignons à ce terme un nombre q de ceux 
qui le précèdent^ et autant de ceux qui le suivent. Nous 
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aurons nne expression de la forme 

et indiquant les évènemens où la différence entre le 
nombre des parties gagnées et celui des parties perdues 
ne s élèvera pas à plus de zq. Or, cette probabilité 
comprenant 27 + 1 termes , ira sans cesse en décrois- 
sant^ si le nombre g reste le même, tandis que le 
nombre p augmente (Sa) , et par conséquent la pro- 
babilité contraire , qui est formée du reste des ter- 
mes du développement de (e +/)*''> s'approchera d* 
plus en plus de Tunité. 

Il suit évidemment de là, que si l'on désigne la 
mise de chaque joueur par a , et que sa fortune ne sur- 
passe point aqa , il existe un nombre p , donnant une 
probabilité aussi grande que l'on voudra que la perte 
résultant du jeu s'élèvera à plus de 2qa , et qu'ainsi 
l 'un des joueurs finira par être ruiné , quoique le jeu 
soit égal; seulement la probabilité de cette ruine 
sera la même pour un joueur que pour l'autre , parce 
que les termes qui les expriment dans le développe- 
ment de (e "^'fY^ sont identiques. 

Quand les probabilités des évènemens simples sont 
inégales , il faut employer l'expression 

(m+.TiyC"»-*-») '. "• 

dont les termes extrêmes répondent à une perte 
marquée par 

(r/îi + 9) * — ('^ — <7)« = 9 (û + *) , 

à cause que rm& — r/ifl = o (67). 

Prenant alors q{a + b) pour l'expression de \% for^ 
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tune de chaque joueur , on pourra trouver encore , 
comma» ci-dessns, à cause dé riqTarîabilîté dû nombre (/, 
une probabilité de plus en plus grande ^ que le jeu suffi- 
samment prolongé occasionnera à Tun des joueurs une 
perte égale à q{a -+- i), et le ruinera par conséquent (*). 
Lorscpie le jeu est inégal , alors la répétition des 
épreuves tend sans cesse à raccumulatiou des plus 
petits avantages, dont, comme on Ta vu dans le 
n** 69 , la probabilité croît sans cesse , et peut' être 
portée aussi près de Tunité qu'on le voudra. Aussi 
l'expérience proùve-t-elle chaque jour que les ban-^ 
quiers qui se chargent de tenir un jeu de pur hasard , 
moyennant certains avantages sur les chances , se 
procurent un bénéCce assuré , dès qp'ils ont des fonds 
suHisans pour faire face à quelques évènemens trop 
défavorables qui peuvent arriver de temps à autre. 

7a. Le succès des loteries est de ce genre ; il est 
fondé sur ce qu'elles ne tendent p^s à ceux qui y mettent 
(ou aux pontes) f le gain correspondant aux risques .qu*ils 
courent ; la disproportion est le plus souvent considé- 
rable , et augmentée mesure que les probabilités de 
succès diminuent , ainsi qu'on va le voir dans la loterie 
de France. 

U extrait simple y ou la sortie d^un seul numéro , ne 
rend que i 5 fois la mise , quoique sa probabilité n'étant 

que -^ {/^j) , il devrait prbdûîré ^un gain égal à 17 fois 

iâ* mise i' et rebdiré pàif coiisèijuè'nt 18 fois cette mise. 



(*) Ici les probabilités ne seront pas exactement les mêmes pour 
chaque joueur; mais suivant llndication donne'e dans la noie de la 
page 114 y elles tendront sans cesse à devenir cgidcs, en s'^approchant 
de |. 
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L'espérance mathématique du banquier excède donc 

5 I 
ici de -s= ?; celle des pontes. 

U extrait déterminé^ ou la sortie d'un seul numéro , à 
une place marquée du tirage, là première^ par exemple , 
ne rend que 70 fois la ipise , pour une probabilité égale ' 

à — ; l'avantage du tyanquîer^ sur ce hasard, est 

donc — =-. 

Uambe, ou la sortie , dans le même tirage , de deux 
numéros désignés, ne reAd que 270 fois la mise ; mais 90 

numéros, combinés a à 2, produisant * ' ==4oo5 

5.4 
ambes, et les 5 numéros d'un tirage — ^z= 10, la pro- 

babilité de Ja sgrtie d'un ambe est -t^-p', la probabilité 

• ■ '^ "■ . '. - 5 • ■... ■'■ 4000' ■ r.. j. ;.| ■ 

contraire , -A^ *> le gain du ponte devrait donc être 

3qq5 

-^i^ =399,^ fois la mise; l'avantage du banquier est 

par conséquent 



1 1 • . 1 



U ambe déterminé y ou la* sortie de deux numéros 
désignés , dans une place donnée dii tirage , ne rend 
que 5 100 fois la mise. Comme il s'agit ici des anran- 
gemens deux à deux , et non pas des combinaisons , 
les 90 numéros produisent 8010 ambes déterminés ; 
de plus , la place étant ilxee dans le tirage , la pro- 
babilité d'un ambe déterminé sera par conséquent 



l!IO TRAITÉ ÉLÉMENTAmB 

g ; la probabilité contraire g — 2 ; le gaân du pont9 

devrait donc être 8oog fois la mi^e ^ Fayantage du 
banquier est p^r conséquent 

(8oQ9-5o99)g^ = ^. 

Le terne , ou la sortie ^ dans le même tirage , de 
trois numéros désignés , ne rend que 55oo fois la mise ; 
mais go numéros , combinés 3 à 3 ^ produisant 

■ ' ^' - = 117480 ternes 9 et les 5 numéros du tirage 

5.4.3 

' = 10 , la probabilité de la sortie d'un terne 
i.a.u 

10 1 - , , .,. f . 1Ï747 

est 75- = TH f la probabilité contraire , r^ î 

117480 11748' ^ '11748* 

le gain du ponte devrait donc être 11 747 fois la mise j 

l'avantage du banquier est par conséquent 

r i c/ V ^ ^8 14a 

(11747-5499) j^-^:^^=^. 

Le quateme , ou la sortie , dans le même tirage ^ 
de quatre numéros désignés, ne rend que. 76000 foîa 
la mise ; mais les 90 numéros , combinés 4^ 4 > pro-. 

dui^ant ^ * v ' ^ spaSSSigo quaternea, et les 5 

1 • ^ • O • A 

numéros du tirage , 1 '^\ , =^ 5 , la probabilité de 

1 • a •ô«4 

. 5 1 

la sortie d'un quaterne est --Trzrp — ^ = =0 * ^ P^^ 

^ aSSbigo 011000 . ^ 

babilité contraire , ^ — ^ ; le gain du ponte devra^ijl 
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donc être 5i loSy fois la mbe; Tavantage du banquier 
est par conséquent 

,c ^ , X I 43So38_ 318019 

(5i 1037-74999)5^7^ = 5^338- ^57^- 

On pouvait mettre autrefois sur le quine , ou sur la 
sortie , dans le même tirage , de cinq numéros dési- 
gnés y qui ne rendait que 1 000 000 de fois la mise ; 
mais les 90 numéros ^ combinés 5 à 5 , produisant 

^ / ^ — = 4^ 9^9 ^^8 quines , et les 5 nu- 
méros du tirage , 1 ^ la probabilité de la sortie d'un 
quine était donc -5-j — ^; la probabilité contraire , 

^^ ^ ', le g^in du ponte aurait donc dû être 

43 949 2^7 fois la mise , Favantage du banquier était 
par conséquent 

(43 949 »G7-999999)^'^=|||â . 

■ 4a 

et surpassait -~. 

45 

I 

On a supprimé cette manière de jouer , dans la-» 
quelle la difficulté de gagner était si grande , qu elle 
devait rebuter presque tout le monde. Pour s*en faire 
bientôt une idée , il suffit de considérer qu'en faisant 
a tirages par mois dans 4 villes différentes , ce qui don-* 
nerait 96 tirages dans un an , il faudrait plus de 
457804 ans pour que tous les quines fussent sortis , 
en supposant encore qu'aucun ne se fût répété pendant 
cet immense intervalle. La sortie de tous les quatemes 
exigerait 9 dans la même hypothèse ^ plus de 53>3 ans i 
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< 

on trouverait bien antre chose encore, si , par la for- 
mule du n** 5y , on cberchait le nombre de tirages qu*il 
faudrait embrasser pour obtenir la probabilité ^ de ga- 
gner un quine ou un quaterne. 

7?. Il ne faut pas croire pourtant que le gain du ban- 
quier, à la loterie, soit aussi démesuré que le montrent 
les calculs précédens. Pour que la grande dispropor- 
tion établie entre la mise et le gain produisît infaillible- 
ment son plein effet , il faudrait que. toutes les combi- 
naisons des numéros fussent jouées avec des mises égales, 
mais c'est ce qui est bien loin d'arriver. Les misea par 
extrait , qui sont les plus nombreuses , se distribuent 
très ipégalepifSQt entre les 90 numéros, selon la date 
de leur dernière sortie , ou d'après des rêveries super- 
stitieuses; au^si l'administration de la loterie , qui crai- 
gnait la sortie d'un numéro trop chargé de mises, s'était 
réservé le droit de Je /èrmer , c'f3t-à-dire de ne pas 
recevoir les mises qui seraient faites sur ce numéro ; 
mais une longue expérience l'ayant bien rassurée sûr 
cette crainte , elle ne met plus à présent de restriction 
à la volonté des pontes ; seulement, comme autrefois , 
elle fait vendre des billets arrangés d'avance, afin de 
répandre autant qu'il est possible les mises sur toutes 
. les jcpn^binaiçons^ Cependant il ^n'est pas nécessaire que 
le partage des i^ses approche beaucoup de l'égalité , 
. ppfir,j:pçttre le ba^iquier tors de perte : c'est. ce dont on 
peçit.seooi^v^ncre, en considérât ses avantages aous 
, ler^ppojt; des recettes aux dépensç^ dans chaque tirage. 

Si, testes 1^& mises par entrait étaient les mîmes , 
un: tirage lui coûterait ,5:.X i5 misiss, ou 76 mises ; 
»i}«n avait. reçu. 90, il aurait un , bénéfice assuré de 
1 § jmises, ;Çt41 j^r^it ^u pair s'il y ^vait eu seulement 
70. numéros , placés. Faisant le même calcul sur les 
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autres manières de jouer les numéros, on verra l'ex- 
cédant de la recette sur la dépense augmenter d*une 
manière si rapide^ que le pair est atteint bien avant que 
toutes les combinaisons ou les arrangemens soient 
remplis. 

Au reste , les profits bien Constatés de la loterie, 
pendant une longue suite d'années , les pertes et les 
désordres , malbeureusèiuent aussi bien constatés , dont 
elle a été la cause ^ pour urte multitude de gens de 
tonte profession, eniVrés par ses espérances trompeuses, 
parlent encore plus kaiit que îôs calculs précédens , 
contre la faiblesse qidi' fait- hasarder dans un jeu auàbl 
inégal un aident dont on pourrait faire un 'usage 
profitable autant à l'amélioration des mœurs qu'aux 
avantages physiques des hommes , s'il y avait des caisses 
d'épargnes solidement établies , sagement administrées, 
où recueillant les petites économies de l'ouvrier labo- 
rieux et du domestique fidèle , on leur préparât des 
ressources assurée»'pour'le temps de la vieillesse et des 
infirmités. 

Ceux, qui veulent absolument se bercer d'espérancea 
frivoles, ont retourné de toutes les manières les com- 
biioaisons qoè présentent la constitution de la loterie 
et les tableaux des numéros sortis depuis son établis- 
sement ,•• afin d'y oheroher un moyen de trouver son 
côté faible. Ce qu'ils ont pu faire de moins déraison- 
' naTjîë ' rèvîènt à déterminer des progressions de mises 
jcroiîisant de manière, qu'un évjçnement heureux dont 
' la- probabilité: serait assez considérable,, pût couvrir 
la perte, passée ; mais par c6 moyen on ne saurait 
arriver à. une proilahilité un peu g^ar^e d'obtenir 
un. gain o)^e très faible ,. qu'en exposant une s omff^o 
• assez forte , pour que sa perte entraînât de bien rpluj 
graves inconvéniens que le gain ne pourrait donrj-r 
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d*ayantages. Les pontes qui ont peu de fortune ne 
sauraient suivre de semblables jeux , ce' qu'on ap-' 
pelle faire la martingale , sans se gêner ou s'obérer , 
et sont souvent forcés de les abandonner en perdant 
tout ce qu'ils y ont exposé. Quant aux gens riches , 
ils peuvent faire de leurs capitaux un emploi bien 
plus avantageux , en se livrant aux améliorations de 
l'agriculture , au perfectionnement des arts , au déve- 
loppement du commerce. Dans cette espèce de jeu , 
dont on peut dire que la nature est le banquier , parce 
que sa force reproductive en fait le fonds , les pontes 
sages et éclairés augmentent leur fortune, en procu- 
rant à la société un accroissement de bien-être {*)• 

De l'espérance morale. 

74. Ce n'est pas seulement à un jeu inégal qu'un homme 
sensé ne voudra point exposer une somme un peu forte , 
dans l'espérance d'un petit gain très probable ; il pen- 
serait encore ainsi , quand même les conditions du jeu 
seraient égaies ; mais il se déterminerait au contraire 
aisément à risquer une faible somme , pour obtenir 
un gain considérable, et d'une probabilité fort petite. 
L'un et l'autre de ces cas peuvent néanmoins répondre 
à la même espérance mathématique ^ puisque l'équa- 



{*) Les jeux publics sont aussi une antre source de ruine, parce 
qu^il sont tenus par des banquiers, qui ont un avantage constant snr 
toutes les mises. Parmi ces jeux, celui du trente et un ou dn trente 
et quarante, qui n'avait pas encore e'të soumis complètement au 
calcul , a fait le sujet d^un Mémoire lu, par M. Poisson , à i'Acadë' 
mie des Sciences, en 1820, et dont il a publié les principaux résultats 
dans le tome XIII des Annales de Chimie et de Physiqup , 
page 173. 
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^on &e == qf (66) subsistera toujours^ si , dans diacan de 
ses membres l'un des factenrs diminue dans le même 
rapport que Fantre augmente. Par exemple, le .pari 
dans lequel a =10000, 6 = 10, «=7^, /=7^ , 
quoiqu'équitable , serait-il tenu par un homme de bon 
sens, ne possédant qu*une très petite fortune ? courrait-il 
le risque de perdre 10000 francs pour gagner 10 francs, 
quoique les probabilités soient en rabon inverse de 
ces sommes ? Non sans doute : l'appréciation morale de 
l 'événement diffère donc ici de son évaluation ma- 
thématique. La cause en est dans la disproportion 
entre les conséquences d'une perte qui diminuerait 
considérablement la fortune du joueur , et celles 
d'un gain qui n'y apporterait qu'une très Içgère aug- 
mentation, t 

Il est incontestable que la valeur absolue d'une 
somme d'argent n'est pas toujours la mesure précise 
de son importance : elle doit le plus souvent s'es- 
timer d'après les privations que sa perte impose, ou les 
jouissances que* son gain procure; ce qui dépend de 
l'état de la fortune de celui qui doit la perdre ou la ga- 
gner ; mais comment introduire cette considération 
dans les calculs ? Quelle proportion convient- il d'éta- 
blir entre le bien possédé et les sommes éventuelles ? 
Quelle formule , satisfaisant à toutes les conditions du 
sujet , doit être substituée à celle de l'espérance mathé- 
matique ? Enfin convient-il d'abandonner cette appré- 
ciation des évènemens incertains ? C'est ce que je vais 
examiner successivement. 

• 

75. Pour donner des bases à l'estimation relative 
des pertes et des gains , il paraîtrait d'abord indispen- 
sable de classer les objets de dépenses suivant leur 
degré d'utilité ; mais il serait bien difficile de former 
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de cette manière un tarif avoué par tout le monde. 
Les aises , le superflu même , auxquels on s est habi- 
tué, sont souvent regardés comme faisant partie du 
nécessaire , et chacun en établit les rapports selon ses 
dispositions et ses goûts. On ne voit donc dans Tidée 
de perte et de gain relatifs , que le plus ou le moins , 
sentie d*une manière vague qui laisse absolument indé- 
terminée la loi d'accroissement et de diminution de 
leurs rapports d'importance ; en sorte qu'il n'y a d'autre 
moyen d'y appliquer le calcul , que d'établir une h3rpo- 
thèse ^ pour eu* faire l'épreuve par la comparaison de 
ses conséquences avQû ce qu'indique le simple bon sens , 
procédé qui ne saurait mener à des, résultats précis > 
mais conduit seulen^ent à distinguer le plausible de 
l'absurde. ♦ 

Ce qui se présent» de mieux, au premier coup d'œil, est 
de prendre pour mesure de l'importance d'un» somme 
ajoutée à un bien quelconque , le rapport de l'une à 
l'autre y et d'admettre en conséqi^ence que l'homme 
qui possède looo-^''' , et qui gagne loo^'"', en reçoit im 
avantage égal à celui que procure un gain de looôc/''* 
au possesseur de 100000/''% ou le gain de i^^' à Fhomme 
n'ayant que iof\ 

jyès que l'on £ait entrer dkns l'appréciation des 
sommes éveirtUelles , la* considération du bien antérieu- 
rement possédé y la même somme acqmeit plus d'im- 
portance lorsqu'on la perd que lorsqu'on la gagne. En 
effet. Je joueur :qui, possédant looc/^', va risquer une 
somme de loo/^, s'expose à perdre la 10® partie de 
son bien ; Timportance cle cette somme pQur lui est 
représentée alors par -^ ; mais s'il la gagne , comme 
il aura iioo/''*, la même somme de loc/^' ne sera plus 
que ■— de sa fortune; elle aura par conséquent diminué 
de valeur morale^ BufEon , qui a proposé cette hypo* 
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flièse y en conclut que le fen le plus simple et le plus 
égal , celui dans lequel deux personnes qui possèdent 
autant de bien Tune que l'autre , ont en leur £aveur un 
nombre égal de chances , entraîne toujours une perte 
absolue d'aisance , puisque l'événement diminue plus 
le bien-être du perdant qu'il n'augmente celui du ga« 
gnant. Dans l'exemple ci - dessus , l'estimation de 
cette perte serait— — rr=Tiô> ^î*°s celui de Buffbn» 
la sonune éventuelle étant la moitié de la fortune des 
joueurs , les valeurs morales de la perte et du gain sont 
exprimées par ^ et ^ , dont la différence est ^ (*)• 

En général , soit a le bien antérieur , et « la somme 
éventuelle ; Timportance de cette somme sera expri- 
mée par 



et 



- , comme perte . — ; — , comme gam , 

et la différence par -7 — ; — r. 

Ceci conduit naturellement à chercher la valeur de 
la perte d'une' importance équivalente an gain «• Soit 
X cett« perte ; on aura 

dou x = 



^ a 

On voit par la dernière expression de x, que sa va* 
leur approchera d'autant plus de « ^ que la fraction 

- sera plus petite ^ en sorte que le gain et la perte 



(♦) Essais d'Arithmétique morale^ p. 69 du t. IV du Supplé- 
ment de l'Histoire naturelle, édition iii'4^. 
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pital X , et par y celle du capital x\ nous aurons 

y-y=iAli'^ftl- = fcl-- 
J J a a X 

Supposons maintenant} comme dans le n^ yB, que a 
soit uii biea et a une somme éventuelle queloomqtfes ; 
en posant a: = a, j/ = a + « et a/=a— '«, Timpor- 
tance de la somme a sera exprimée par 

Ael-^^ï^ — , commQ.^ny *1 ——, comme perte, 

et négative dans le dernier eas« 

Pour déterminer b perte x dont l'importance serait 
égale à celle du gain m , nous considérerons qu*il s*a^t 
ici de la valeur absolujs de cette importance , indépeih* 

daflunent«du signe; et comme kl est une -quaii^' 

tité négative } nous poserons 



^^k\ > M v '=«l — --^t diOi^ ss -— ^ 



et a? 



tut 



a +« 



Cette valeur est la même que celle qui résulte de l'hy- 
pothèse d# Buffon y quoique d^ailleurs cette hypothèse 
fasse croître bien plus rapidement que celle deBemoulIî 
l'importance des perles. Ainsi deux hypothèses , fort 
éloignées Tune de l'autre, satisfont donc aux seules 
conditions que le sujet impose au premier coup-d'œil , 
savoir, celle de diminuer le prix des sommes éven- 
tuelles , à mesure que le bien antérieur est plus consi-* 
dérable , et de donner plus d'importance à la perte 
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qu^au gain. On pourrait trouver une infinité d^autres 
lijrpothèses qni en feraient autant ; mais celle de Ber-> 
noulli paraît la plus plausible , parce qu'elle descend 
au:i élémens mêmes dont se forment les capitaux , et 
(qae c*est en effet par les très petites sommes qu'on peut 
perdre ou gagner avec indifférence , que Je sentiment 
commun fait apprécier les divers états de fortuné, 
tf n s'embarrasse» dit-on, de perdre un écu, comme moi 
)) de perdre un sou. i) C'est comme si l'on disait : a Un 
a écn est à sa fortune ce qu'un sou est à la mienne, n 

78. Aux valeurs absolues des sommes attachées à des 
évènemens incertains . Daniel Bernoulli substitue les 
valeurs morales , ou Vimpçrtance des capitaux résul^ 
tant des- modification» que ces ^ènemens appoftent 
à la fortune du joueur. Si , par exemple » des évène-^ 
mens dont les probabilités sont e ,/", g" , doivent pro- 
duire des sommes m. fi, y ^ et que a désigne le bien 
antérieur^ au lieu de l'espérance mathématique 

on prendra 

pour la valeur morale de la fortune du joueur qui 
attend ces évènemens. C'est là ce que i5ernoulli nomme 
la mesure du sort (mensura sortis) , et ce que M. Lajplace 
appelle ^rfane morale (*),'par opposition à \sl for- 
tune physique , c'est4-dhre à la valeur absolue du ca- 
pital ayant une importance équivalente. En désignant 
ce capital par X, on aura 

jm.^ ^ ■ «L 11 I • ' *" 

(*) Théorie analytique de» Probabilités , p. 4-^3. 



• • 
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r=2t\^, d'où A:=(fl+*y(a+/8y(a + yy. 

i cause que e +f+g = i (ta)* 

Si l'on cherdiait l'équivalent du gain ou ce que 
M. Laplace appeUe espérance morale^ il faudrait fiiire 
X = a -f- Xy ce qui donnerait 

En développant les puissances et les tnultipIicatiGna 
indiquées dans le second membre , et se hnmant aux 
termes où les sommes éventuelles «, fi, y, ne s'élèvent 
qu*à la première puissance , on trouvera 

xiso^^+f+o^Z+r-i [e»+//s +gv} — a, 

« 
ce qui se réduit i 

^ — ea+ffi + gy^ 

puisque e+/+ff = i , c+f+g— * = o. 

Ce résultat , le même que Yespérance mathématique, 
montre que Yespérance morale a sensiblement la même 
valeur y lorsque les sommes éventuelles sont très pe- 
tites par rapport en bien antérieur, conséquence qu'il 
ne £aut pas perdre de vue , et qui suit également de 
toutes les hypothèses qu'on pourrait £ure sur l'impor- 
tance des sommes éventuelles. 

Voici les principales applications que Daniel Bemoulli 
fait de sa formule. 

7g. Premièrement > il cherche le sort d'un joueur 
possédant too pièces , et ayant la probabilité ^ d'en ga- 
gner ou d'en perdre 5o. Dans ce cas, 

« = -,/=-, g=o, a = ioo, «rzzBo, ^3= — 5o; 
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il Tient 



X=(ioo-f.5o)*(5o)* =:t/5o.i5os87 : 

ce fooear aurait donc i3 de perte sur son état prU 
mitif ; elle se réduirait à 6 » si Ton faisait a= aco. 

8oj DÉns la seconde question , Bemoulli suppose 
qvLOn demande à un n^ociantune somme de 9oojHèces 
pour bii garanùr {pu assorer) le prix de marchandises 
dont la valeur s'élève â loooo pièces , et gui , deifont 
être transportées par mer, seront exposées â mt risque 
de perte dont lu probabilité est -^ : convienPH à ce 
négociani d^accepterk marché qu'on lui propose? Pour 
en juger comparons les valeurs physiques de la fortune 
de ce négociant , lorsqu'il court les risqnes^ du transe- 
port , et lorsqu^il accepte la garantie (ou Yassurance) 
qui lui est oflEerte. Désignons toujours par a le bien 
qu'il possède> outre les marchandises énoncées dans la 
question y et faisons 

«î=ioooQ, fi=-2, /= — ; 
' j»o "^ ao 

Texpression générale de adonnera» pour le psemier 
easy 

(a + ioooo)"a^, 

et a^^oo pour le second , dans lequel il y a une perte 
certaiije de 800 pièces. Donc ^ selon que 

(a+ ioooo)*'*a*'*< ou >a+ gaoo ,. 

la. garantie proposée donnera ua avantage ou un désar 
vantage moral au négociant. 

De là résulte une détermination de a ou du biea 
qu'il doit posséder , pour pouvoir rejeter cette assur 
xance , et ce sera la valeur de a qui satisfera à. l'é^ 
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quation 

JLi -I- 
(a + icooo)*** a*" zsza^ gaoo , 

puisqu'elle est la limite qui sépare Tavantage dn désa^^ 
vantage. Cette équation , traitée par rapport i la lettre a 
sui^^t las procédés indiqués pour résoudre pw^àpprbzr* 
mation les équations numériques , donnera a se &o4^ 
Tant que le négociant possède moinç que cette somme , 
la formule de Bernoidli lui prescrit de faice assurer 
ses marchandises. 

Il n'en eat pas de oette formule comme de celle de 
l'espérance mathématique ; les conditions n'y sont pas 
les mêmes pour chacun des joueurs; aussi pour com^ 
pléter la solution du problème qui nous occupe , Ber«» 
noolli cherche^t*il le bien ique doit posséder celui qni 
offre la jgarantie (on Yassureur). En désignant ce bien 
par ky on trouvera que la valeur physique de la fo|'« 
tune de l'assureur est , par suite de sa spéculation , 

\b + 8oo)*° (& — 9200)^ ; 
et r^gAlaajt è^b , on aura l'équation 

(i 4. 800)^ (6 — 9200)^ = by 

qui doit déterminer la valeur de b , au-dessous de la^ 
quelle l'assureur aiuraît tort 4e se livrer à la spéculation 
qu'il a entreprise ; cette somçie est i4s4^ pièces* 

Il faudrait qu'il en possédât au moins 2^^878 ^ pour 
pouvoir ne demander au négociant que 600 pièces au 
lieu de 800 , les risques demeurant les mêmes ; et ce« 
lui - ci aurait tort de rejeter l'offre , tant que son bifen 
ne s'élèverait pgs à 20478 pièces. Ces nombres se dé- 
terminent comme les précédens ; en substituant seule-^ 
went 6qo à 8po. 
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81. En se bornant à chercher la valeur de l'es- 
pérance mathématique ^'on tronTe qu'il est indifférent 
de risquer .une somme dans un seul hasard , ou de la 
partager entre plusieurs hasards ayant la même proba^ 
bîlité qâe celuirci; par exemple , de la placer sur un 
seul faÎBseaUp on de la répartir entre plusieurs , lorsque 
le risque de perte est le même pour tous ces vaisseaux. 
En effiet , a désignant cette somme , r le nombre des 
vaisseaux , dont sur m + rig il s'^en perd n ; toutes les 
chances de leur arrivée seront com^urises dans la fqrmnle - 

(m + n)'==: m' + - m'^'n + — "^ m^W 

, r(r— i)(r — ») -«3 3 , . 
+ ■ — \* — -^ inr^nr+ etc. ; 

la mise a étant partagée entre les r vwseaux , l'ar- 
rivée de tous ces vaisseaux vaudra une somme — ; celle 

de r — I ^ une somme (r — 1) -, et ainsi de suite.Mul- 

tiplîant donc par ces sommes les termes qui leer cor- 
respond^ent^ on verra sans peine ^è le produit rétiedt à 

et divisant par (m + bV, il eu résultera ; — pour 

. m + 71*^ 

l'espérance mathématique , de même que si l'on n'avait 

considéré qu'un seul vaisseau. 

Quand on s'en tient à ce premier aperçu , sans faire 
entrer en considération la plu^ ou moins grande pos- 
sibilité de répéter les épreuves , la formule de Bernoulli 
paraît plus d'accord avec l'opinion commune , qui poste^ 



mal 771.' 
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à diviser les soQïmes aventurées. Pour le montrer, Û 
détermine successivement le sort d'm' marchand qnr, 
possédant 4000 pièces , et attendant par mev pour 8boo 
pièces de marchandises , fait charger ces marchandises, 
soit sur 1, soit sur s vaisseaux , dont la probabilité d'ar» 
rivée est r^. Dans le premier cas » la valeur phjrsiqne 
de la fortuile de ce négociant est 

(15K)00)** (4ooo)*®=3io75i^ 

Le second, offrant trois évènemens composés dont 
les probabilités sont (^)% a 5%,^^ , (-Jj)' (ao) , ce qui 
donne « = 8000 , ^9 =: 4000 ,7 = 0, conduit à 

(12000)^ (8000) »'^^ (4000)"^ = 1 io33. 

En retranchant de ces sommes les 4ooo pièces, bien 
antérieur que possède le négociant, on aura 6761. et 
7d33 pour les valeurs morales des sommes éventuelles 
quîl attend. Par la formule de Tespérance mathéma- 
tique, on trouvera 8000X1^=7200, somme plut 
forte , mais dont les résultats , tirés de la formule de 
BernouUi , s'approcheront d'autant plus que les marr* 
chandises seront réparties sur un plus grand nombre 
de vaisseaux» 

8a. Ce géomètre termine le mémoire dont )e donne 
l'extrait , par la solution du problème qui fit naître les 
premiers doutes sur l'évaloation de l'espérance mathé-^ 
matique , adoptée sans discussion par les inventeurs du 
calcul des pix)babilité8. Il fut proposé à Montmort, par 
Nicolas BernouUi C^) , et reçut le nom de proi/éTne dé 
Pétersbourg , à cause sans doute de la mention qtt*'en 
a faite Daniel BernouUi, dans les Mémoires académiques 
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(*) Analyse des jeux de hasaf'd, p. 4o3 , 5® probièffle. 
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de cette ville. Voîcî Ténoncé qu'on y trouve : ^Pierre se 
proposant de jeter en l*air une pièce de monnaie , pro* ' 
met de donner à Paul i ducat si , dès le i^' coup , cette 
pièce étant tombée , montre la face; a, si cela n'ar^ 
rive qu*au Q,^ toup ; 4 y ^^ ce m est quau 3*, et ainsi 
de suite y en doublant à chaque coup; on demande le 
soft de PauL Cette- sorte de jeu se nomkne en français 
^oix on pile, pHç désignant la face qui doit paraître : 
il revient au jet d'un dé qui n'aurait que deux faces. 

En appliquant le calcul aux conditions indiquées ci- 
dessus^ on trouve pour Paul les probabilités 

111 1 

ï* 4' 8' r«* 

de gagner 

1, a, 4» fl"^* ducats j 

selon que pile n'arrivera qu'au 

i^', a,\ 3^...... n* coup; 

•on espérance mathématique de gain vaudra donc 

a • 4 8 a* a 

Or, puisqu'il n'est pas impossible que pile n'arrive 
qu'après un nombre de coups, plus grand que tel nombre 
qu'il plaira d'assigner, ne s'ensuit-il pas qu'avant de 
commencer le jeu , il faut supposer ce nombre in- 
fini? La mise de Paul doit donc être infinie; mais 
quel homme sensé voudra risquer à ce jeu , non pas une 
somme infinie , ce qui est absurde , mais même une 
somme tant soit peu forte : voilà le paradoxe que les 
géomètres ont cherché à expliquer ou à éviter. 

Quelques-uns ont pensé qu'on lèverait toute difficulté, 
soit en fixant pour le maximum de gain une somme 
tellement grande, qu'on dût regarder comme absolu-r 
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ment inutile tout ce qu'on pourrait y ajouter i puidqu'oB 
n'en saurait faire aucun emploi , ou bien en fixant mie 
probabilité assez petite, pour qu'on pât la co&si'- 
dérer comme nulle, et regarder eomme impossible 
réyènement auquel elle répond. Par la première coasir 
dération ^ on place le terme du )ea au coup dont le 
gain rapporterait la somme prise poUr liaûte de 
ceUes qu*il est utile de posséder. Ciamôr propaaait 
potur cette limite , le nombre marqué par 

en prenant Técu pour Tunîté. Si l'on y substituait le 
ducat , employé dans l'énoncé du problème , le jeu fi- 
nirait au â5* coup, et la mise de Paul se réduirait i 
1 a ;g. Mais si Ton regarde comme superflue toute aug- 
mentation faite à la. somme a*^ , pourquoi ne se borne- ' 
rait-on pas aussi bien à la somme 3*^-7 i> qui «ft 
diifère si peu ; et en continuant amsi de proche en 
proche, où s'arrêterait-on? 

Si l'on voulait terminer le jeu lorsqu'il y a une 
probabilité très voisine de l'unité que pile a dû arriver, 
et une probabilité contraire aussi petite que celle qu'on 
est convenu de regarder comme nulle, en prenant 
T^T5 pour eelle^d, le jeu devrait finir au i3' coup> 
puisque la probabilité de n'amener pile qu'tfu 14* est 
TtiJTX' ^^ c^t6 détermination., la mise de Paul ne 
serait que de 6 ducats et-^', maie si l'on regarde comtM 
nttlle la probabilité ~i^ et Ja traction 7^^^ côBMoe 
]a certitude morale y ainsi que le voulait Buflbn , que 
fera-t-on pour les probabilités |f|| et }|-°^ , qui, cBf- 
fèrent très peu de la précédente ? Il est donc impos- 
sible d'assigner des Umites aussi fixes à des évaluations 
qui conservent toujours quelque chose de vague. Je ire- 
prendrai ces considératiOAs dans la suite ; -mais ce que 
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je viens de dite sui&t pour conclure^ avec Daniel 
Bemoulli etCondorcet^ que les explications précédentes 
sont peu fondées. 

83. La formule de Bemoulli entre mieux dans la 
diffic^dté , parce quiell^ n^'dnet auoun term^ 4 la dik- 
rée dukjea. En désign^mt par a le biea de P^iil , et par 
X ce qu'il doit mettre au je», son avoir- ^^^ si pile 
arrive 

au i*' coup, a— ac+i ; au fl% a — ar-f-a ; au 3«, a— a:+4» 

correspondant à des probabilités 



I 1 ' .1 

Z' 4' g' 



ce qui donne pour la valeur physique de la fortune , 
d*après les conditions du jeu , 

X=(a— ^:p + i)*(ar-x+2a)*(a— a:-f-4)^ . etc. , 

qu'il faudra égaler au bien antérieur a, pour exprimer 
que le sort de ce joueur n*est pas changé : on aura 
donc l'équation 

âr=(a — x+iY(a — x4-2)*(a — a:4'4)^ .etc., 

dont le second membre doit renfermer un nombre in- 
fini de facteurs. ^ 

Oa ne tirerait pas aisément d'une Bdmblable équa- 
tion les valeurs de x ; mais en faisant a^^x^za' , 
elle devient 



\ z. 



et conduit à la valeur de a par celle de a' , d*où l'on 
déduit ensuite celle de x. On peut la mettre sous la 
forme 
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a=5 1». 3^.4^8"^. etc. X 

eti Von voit que l'es facteurs du second membre dé^ 
croissent toujours, et ont pour limite Tunité,. puisque 
dans leurs expressions générales 



n — I 



. « (.+^r 



Fexposant tend à s'anéantir* 

Si Ton prend les logarithmes de chaque membre » ik 

iriendra 

luSL série qui multiplie I2 se décompose en 

}a première piurtie du second membre a donc pour 
limite la. Quant à la seconde partie, elle devient 
assez convergente lorsque a' n'est pas considérable , ^ 
finit par décroître plus rapidement que la progression 
par quotient |, j^ etc^, parce que le logarithine de* i-f-^ 
approche de plus ^n plus d'être proportionnel à z , 
lorsque cette quantité est une fraction qui décroit 
saas cesse; et comme alors 1 (1 4- 2) <io^4^, il est 
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facile de s'assarer que la valeur de a reste finie , tant 
qae a' est fini , ce qui détruit le paradoxe. 

Qn^id on fait a' = o , on obtient a = a ; cela veut 
dire que si Paul ne possédait que a ducats , et qu'il les 
mît i ce jeu , la valeur morale de son avoir ne chan- 
gerait pas. 

Si Ton pose a — xsioo, et qu'on emploie lo 
termes, on trouvera que a=i o4>38, à moins de 7^ près ; 
d'où x = 4,38(*). 

84- De ce que ta formule de Daniel Bernoulli pa- 
rait satisfaire assez bien aux diverses épreuves où nous 
levons mise , s*ensuit-il qu'il faut la substituer à celle 
de l'espérance mathématique ? Gondorcet ne le pensait 
pas , et avant lui , Nicolas BemoulH (neveu de Jean) 
était du même avis» Yoicî l'exposé de leurs motifs. 
Nicolas Bernoulli ne voyait dans les résultats de la 
première de ces formules , que (des conseils propres à 
éclairer les personnes qui voudraient se livrer à des 
spéculations sur le hasard , et non pas des règles pour 
établir un partage équitable entre les joueurs. Daniel 
Bernoulli , qui nous a fait connaître cette opinion de 
Nicolas, déclare lui-même , au commencement de 
son Mémoire^ qu'un tribunal devrait suivre d'autres 
principes que ceux qui servent de fondement à sa for- 
m:ule. Placer deux joueurs dans une situation telle 
qu'aucun d'eux n^ait l'avantage sur [autre , ce que 
fait la règle des^ paris » est aussi ce que prescrit la 
justice rigoureuse (^*). La formule de Bernoulli ^ qui 

{*) Après des calcnk un pea diSîrens des precédensi on lie dans 
la Théorie analytique des Probabilités ( p. 44' ) 9 ^ <= 107189 > 
mais la différence ne vient que de la diversité des données : M. La- 
place snppose qne si la face est amenée an premier coup , Pierre 
doyone 3, au lieu de i qne porte Ténonoé de la page iSy. 

(**) Quod ohm nulla sit ratio, cnr ezpectaniî plus tribui debeat 
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met au contraire une différence entre les deux jolieiir!» ; 
en favorisant celui qui a le moins de fortune » est des** 
tructive de^ toute conyention de jeu. L'une des {Mu:- 
ties , en consultant ses intérêts et sa situation pftiti« 
culière , peut bien sentir que la perte lui portant un 
plus grand dommage , il lui serait avantageux de dimi-, 
nuer sa mise et d'augmenter son gaita; mais Fantre 
partie peut«eile consentir à un pareil arrangement 7 Ld 
mal ne serait pas grand ; sans doute , s'il rédultait dé 
cette difilculté de s'entendre un aifaiblissement dans 
le goût du jeu; mais pour prononcer sur le mérita de 
la formule de Bernoulli , il faut examiner si la théorie 
ordinaire des probabilités, ne motive pas aussi bien leB 
conseils donnés par le seul emploi de la raison« 

Cette théorie établiesant la nécessité de répéter 
répreuve du hasard un nombre de fois de plus en plus 
considérable pour atteindre à des probabilités un' peu 
fortes , de ne pas perdre au-delà d'une certaine por-* 
tion > non de la première mise , mais de la somme de 
toutes (68 ,71)9 somme qui va toujours croissant, n'en 



uni qaàm alteri, uniciiiqae xqoc tant adjadicanda partes ^ rin- 
tiones autem nullas considerari , quœ personarum statum re«- 
piciant , solasque iltas perpendi, quœ ad conditiones sortis per^ 
tineant. Talent sententiam feront judices supremi pnhlicd 
anctoritate constitutif at verh hoc loeo non judicia sed consi* 
liadanda ^unt; regulœ. nempè., quihus quisque sûam sibimet 
estimere debeat sortem pro diuersd rerum suarum constitu- 
tione» Voilà sons quel point de toc Daniel Bernoulli présente se» 
principes (pag. 175—176 du Mém. citd p. 128.) 

Voyons à présent ce qn^l rapporte de h\ lettre de Nicolas Bcr* 
nonlli. Is vero testa tus est nequaquam sibi displicere meani de 
Ttiensurâ sortium sententiam , si modo quivis suœ sortis œstima" 
torsit, aliter vero se rem habere^ %i tertius instar judicis secun- 
dhm equitatem-et justitiam unicuique collusorum sortem assi- 
ffnare dc.heat. Et il ajoute : Id ipse pariter in § 3 exposui 
png. 189 — 190 du Mcm. cilc). 
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réfliike-t-il pas natureUement le conseil de ne pas 
aventurer des sommes considérables dans nn jeu même 
égal, lonqa*on ne peut'pas en répéter souvent Tépreuve, 
et par conséquent de n exposer chaque fois qu'une très 
petite partie de ce que Ton possède? La formule de 
Bemonlli , dira - 1 - on , fait plus ; elle donne une 
mesure précise de l'inBuenoe que ce conseil doit 
exercer sur le joueur. A cela on peut répondre , d*après 
ce qui a dé^à été dit dans le n^ 76 , qu'il ne faut pas 
attadier à des valeurs numériques déduites d*h}rpothèses 
qu'on peut varier de bien des manières, plus d'impor- 
tance qu'elles n'en ont réellement ; et Daniel Bernoullî 
m'en fournira lui-même la preuve. Il observe qu'un 
homme dénué de fortune , n'ayant que la probabilité 
i de gagner une somme de 120000/^''* , par exemple , 
aurait tort de ne pas céder cette espérance pour 900c/''*, 
quoique sa valeur soit 10000^''% suivant la règle ordi- 
naire. Voyons ce que donne la sienne. Soit toujours a 
le bien antérieur ; la fortune physique du possesseur de 
l'espérance dont il s*agit serait 

(a-f-aoooo)*a*. 

Souvenons-nous que a ne peut jamais être nul (76) , 
et faisons a = Boo^'' , ce qui est bien au-dessous du 
capital le plus faible auquel . puisse répondre le prix 
annuel de l'industrie d'un homme ; nous trouverons 

l/5oo.ao5oo = 33oa environ, d'où retranchant 5oo 
il restera ajoof*' , somme très inférieure à 1 oooc/''* ; 
mais pouvons-nous dire que c'est bien là le minimum 
de ce qu'il peut accepter en échange ? ne peut-il pas 
se trouver dans une situation qui lui impose l'obligation 
de se contenter à moins? N'est-ce pas avec raison que 
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Bemoullî . lu^même dit que 12400 pièces > pour nti 
homme qui en possède déjà autant ^ mais qui en a 
besoin de 4^00 pour racheter sa liberté , ont beau- 
coup plus de prix que pour celui qui ne possède rien ^ 
mais qui est libre. De semblables circonstances ne 
pepvent être soumises au calcul ; et c'est abuser des 
formules , que de les employer à leur évaluation. N'ou- 
blions pas que c'est seulement coipme valeur moyenne^ 
comme ayant la plus grande probabilité relativement 
à toutes les autres > que V espérance mathématique est 
prise ponr mesure du sort. 

85. Considérée ainsi > la formule de Tespéranct 
mathématique ne peut être employée qu'autant qu'il 
peut exister une valeur moyenne propre i remplacer la 
Taleur réelle,' qui est inconnue; or cela n'a pas lieu 
pour le problème de Pétersbourg (8fl). Un jeu dont 
la décision embrasse un nombre infini de coups 
successifs , et qui , par conséquent ^ ne saurait être 
considéré comme devant se répéter, ne comporte 
point f par cette raison , de valeur moyenne des. évè- 
nemens divers qu'il peut; amener. Il ne faut pas 
même en reculer la limite à l'infini, pour sentir 
Tabsurdité qu'il y aurait à faire usage d'une valeur 
moyenne. On a déjà vu que Paul ne doit mettre au 
jeu que 6 ducats ^, si Ton borne le jeu à 1 3 coups;' 
mais alors si pile n'arrive pas , Pierre devrait 
donner a'* = 4096 ducats, somme dont la perte né 
serait réparée que par le gain d'un nombre départies 
trop grand pour qu'on puisse en concevoir une es- 
pérance raisonnable. Si Ybn allait jusqu'à 127 coups ^ 
l'unité étant 1 centime seulement , la mise de Paul 
ne -serait que i3 centimes î;, et Pierre pourrait per- 
dre 1 343 ^77^^'»^^} la probabilité de cette perte 



DES PROBABIUTES. l^^ 

étant — 9 serait extrêmement petite , mab non pas 

encore nulle. 

La formule de Tespérance mathématique , entendue 
comme elle doit l'être (66) , paraît donc d'accord avec 
les notions les plus saines sur le jeu, admet les consé- 
quences de ces notions , et fortifie les leçons de la pru- 
dence, en conduisant toujours à la nécessité de ne risquer 
que de petites sommes à la fois , ce qui ne permet 
de faire du jeu qu'un amusement sans conséquence. 
. Si l'on s'écarte de cette sage réserve , la règle ne 
peut plus que mettre une parité exacte de danger entre 
des hommes avides , dont chacun spécule sur la ruine 
de l'autre; c!est une sorte de duel dans lequel il faut 
égaliser les armes ; car suivant l'observation très juste de 
Condorcet^ le but de l'appréciation des évènemens livrés 
au hasard , est atteint quand les joueurs sont placés 
dans le ipême état ; mais on ne saurait faire que celui d'un 
homme qui joue soit le même que s'il ne jouait pas. 

Si donc la prudence permet de se livrer à des spé* 
culatîons sur les hasards^ ce ne peut être qu'à celles 
qui par leur nature doivent rapporter au-delà de ce 
que les probabilités assignent pour l'espérance mathé- 
matique. Alors , suivant l'observation du n^ 69 , plus 
l'entreprise est répétée , plus la probabilité du succès 
augmente. De pareilles spéculations , dans les jeux 
proprement dits , blessent les lois de la probité ; et si 
des considérations particulières engagent les Gouver-* 
nemens à les tolérer , l'opinion publique , plus sé- 
vère , doit les flétrir : mais il en est tout autrement 
des spéculations de commerce , des assurances , et de 
tontes les entreprises où 1q bénéfice est acquis comme 
salaire d'un travail utile , et en échange de valeurs 
réelles. 

2* édition, lo 
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SECTION SECONDE. 

Détermination de la probabilité à posteriori , 
c est' à" dire lorsque le nombre total des 
chances est illimité j et que ses rapports ai^ec le 

. nombre des chances de cliaque espèce j sont 
inassignables. 

86. v^UAN.D on ne connaît point la forme du dé, 
ou la condition de Turne qui produit les évènemens 
observés , il faut , pour remonter à leur probabilité , 
considérer toutes lefs fondes ou les conditions dont il^ 
peuvent résulter , aEn d'en déduire une sorte de proba- 
bilité moyenne qui approchera d'autant plus d'être la 
véritable , que le nombre des observations sera plus 
grand (4^)« 

Si, par exemple, on â tiré successivement d'une 
urne 3 boules blanches e! i noire , en ayant soin de 
remettre chaque fois la boule sortie , qu'on sache que 
le nombre total des boules est 4 9 tant blanches que 
noires , mais qu'on ignore combien il y en a de chaque 
sorte , on pourra faire, sur la condition de cette urne ^ 
les 3 hypothèses ci-dessous : 

3 1 

3 boules blanches, 1 noire, d'où e=-^, /=-; t 

2 .• 2 



3 e-i /•-? 
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e désignant la probabilité de l'arrivée d*une boule 
blanche , f celle de Tàrrivée d*une boule noite; La 
probabilité de Févènement composé de la sortie de 
3 boules blanches et de i boule noire, étant exprimée 
par 4^(22) ) deviendra successivement 

117 16 3 

64* G4* 64* 

La dernière hypothèse ^ qui donne la plus petite pro- 
babilité pour cet événement composé , est aussi en 
elle-même beaucoup moins probable que les deuxautres 
hypothèses.; car si Turne ne contenait qu'une seule . 
boule blanche ; il faudrait que cette même boule fût 
sortie trois fois de suite : on conçoit qu'il y aurait 
moins de difficulté sll y avait q boules blanches , et 
encore moins s'il y en avait 3. La facilité avec laquelle 
chaque hypothèse amènerait les évènemens observés , 
donne naturellement la probabilité de cette hypothèse ; 
car plus elle offre de combinaisons favorables à la 
production de ces évènemens , plus on a occasion 
d'en répéter le jugement de possibilité (5 et G). C'est 
ainsi qu'on a posé pour principe que les probabilités 
des causes (pu des hypothèses) sont proportiontielles 
aux probabilités que ces causes donnent pour les évè^ 
nemens observés (*). 

Dans l'exemple actuel , les probabilités des trois hy- 
pothèses établies sont proportionnelles aux nombres 
àj y 16 , 3; leur somme doit être d'ailleurs égale à 

{*) Cet énonce se trouve dans le tome VI des Sat^an's étran- 
gers , p. 633. Bayes , dans les Transactions philosophiques de 
1763 (p. 370), .et Price, dans celles de 1^4 (P* ^f)^) j s'c'taient de'jk 
occupes de ce sujet; mais M. Laj^lace Ta rc'duit le premier h la 
ffirme analytique sous laquelle on le traite maintenant, qni en fa- 
cilite et en généralise beaucoup les applications. 

10.. 
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l'unité , puisque Tune de ces h}rpothèse8 a nécessaire* 
ment lieu (8) : il suit donc de là que chacune des pro- 
babilités dont il 8*agit est égale au nombre qui lui cor^ 
respond, divisé par la somme des trois nombre», ce 
qui donne les fractions * 

Î27 16 3 
46' 46' 46' 

On peut dire aussi que sur les combinaisons fournies^ 
par l'ensemble des hypothèses , les 27 + iG -f- 3=46 
qui s'accordent avec les évènemens arrivés /sont les 
setiles possibles , et que la probabilité de chaque hypo- 
ûïèse se détermine comme celle d*un événement , en di- 
visant le nombre de cas où elle peut avoir lieu y par 
celui de tous ies cas possibles^ ce qui donne les mêmes 
fractions que ci-dessus. 

Enfin > il faut remarquer encore que ces fractions , 
ou les prohabilités des diverses hypothèses , se forment 
en divisant la probabilité de t événement composé , 
calculée dans chaque hypothèse y par là somme de ses 
probabilités dans toutes les hypothèses (*). 

H est facile de voir que cette règle est générale ; 
car si l'on désigne par h , h\ A", h", les probabilités des 
diverses hypothèses susceptibles d'amener l'événement 
composé qui a eu lieu , et par a, a% a", a*, les pro- 



(^) En traitant Pexcmple ci-dessns, Condorcet, de qai je l'ai 
emprunte ( Élémens du Calcul des Probabilités , p. 65) , fait 
cinq hypothèses , c'est-à-dire toutes celles qui peuvent se présenter 
quand on n'a pas égard aux évènemens observés. En effet , on peut 
alors supposer que les 4 houles sont blanches , ou qu'elles sont 
noires.j mais comme ni Tune ni l'autre de ces dernières hypo- 
thèses ne saurait amener les évènemens observés, elles donnent o 
pour leur probabilité, ce qui ne change rien au résultat obtenu 
ci-dessus. 
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bahilîtis qpua chaque |iypothèse donne gour.ces- iyèn&* 
taens ,, on aura . 

h + h'+h'^+hrrzzi, 

h: h' ih" : ft* :: a :V : «• : a*; 

d\)ù il résulte 

T représentant a +^' -{*• aî+ a"; 

87. Qoand on a déterminé la proHabiIite'de chaque- 
hypothèse possible >^ on- en .déduit facilement lâ pror- 
Ëabilîté dés évènemens qui peuvent arriver aux tirages 
suiyans : dans notre exemple -, celle d'amener au 5* 
tirage une boulé bldnche ou une boule noire. It n'est 
pas. dif&cile'de voir que ce problème revient" à celui 
dù.Q^ ig-, et se résout "par les prob'abilités composées* 
Les trois hypothèses établies peuvent être considérées 
comme "trois urnes différentes > de Tune desquelles doit 
nécessairement'sortirrévènement attendu; La probli- 
bilité dé cet événement^ se composera donc de celle 
qu'il a dans chaque, hypothtè se, multipliée parcelle 
de rhypothèse: ainsi Ton aura pour. la sortie d'un^ 
faoule blanche , au 5^ tirage > . 

4g^4"*'^><4"*"46^4— T84* 

et peur celle de 4a «ortie d'une boule, noire > 

4ê.><4 + 46><4 + 46^4-T?4* 

^ Ou trouverait de même, pour tout autre exemple,, 
que là probabilité d'un nouvel événement siropleiob^ 



"!■ » 
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tient en calèulant y (VaprèJi lès évènemens passés ^ la 
probabilité des diverses hypothèses possibles, et faisant 
la somme des produits de ces probabilités par celles de 
l'événement, prises dans. cbaque<hypo thèse. , 

88. Pour construire des formules générales sur les 
principes énoncés précédemment^ il faut d'abord -ob^ 
server que dans les évènemen9 naturels^, le nombre 
total (}çs chances, doit être regardé comme inEnî , et 
toutes les probabilités simples , c'est-àrdîre tous les 
rapports compris entre, q et i , co^nme possibUss tant 
qu'on est dans rignprawçe aBtsplue; du yérîtablç ga de 
limite? plus étroites entre les^quejlle^il se trpuye. ren- 
fermé,. C'est donc d^ns u,i;i noipbre d'hypptbèsjBS çjsn-^ 
sidéç.é cp^i^^e inBni»^ qu'il faut; djçtermîn.çr lesprpb^- 
biU^é(B^ de Pévènemeiit çpi^pQ^é.,qui a .eiUj liei?^^ et.Toicî 
de quelle m^rûè^e. on y. pa^viç^jt.. 

Sçïjçnjt A et 3, deux évèneip,çps contradîçjtoîi^ç^ , d9nt 
l'un est arrivé T^fojs et l'autre n fpi^^ Supposons. L'unité 
divisée, en pa^ti^^ ti:ès petites,, représentées p^.it^ ejt 
concevons q/a^ la. pvp])ahiii%é, sîjmple de 1 evèn|çmçn^ A 
pui^sç. êti;© l'un quelcoj^que.de^ tern;ie« de la^sérîe. 

A, Afltf Sa, 4"^, etc.; 

enfin, pour abréger, désignons par C le coefficient 
du terme affecté de e"'f'* dans le développement de 
(e +/)"*■*"*• Cel^ posé, le^ dpvçrses probabilités de 
l'événement composé de 371. fois Ajlfét de n fois B for* 
meront la suite 

C(i — a)"»*", 

dont un terme quelconque, peut être représenté par 
Cx%i — xY', la ôomme 
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sera le dénominateur de la probabilité partidulière de 
chaque faypotËèse (86). La somme /aifgmente à mesure 
que A diminue , et tend à dévenir infime ; mais si on la . 
divise par le nombre des termes dont elle se compose , 

«t qui eat - , le quotient nf reste fini , et devient sus- 

ceptible d^une limite assignable, ainsi qu'on peut s'en 
assurer par la considération des courbes et le calcul in- 
tégral (voy. note iri); de plus le sujet étant trè^ 
important , je vais exposer , pour les lecteurs qui ne 
connaissent point ce calcul, lé procédé par lequel 
Gondorcety a suppléé dans cette oocasioù (*)• 

Le terme général étant alors représenté par 

tùx"^{i — x)" , 6n suppose que là somme de tous ceux^ 

qui le j^écèdent , et dont le nombre est — — i , 

soit exprimée par 

AX'^'^Xi— 07)»+ ^a^-^(i— aO*"' 

-i- Cx'^^Ci— xy-* + etc. , 

ji y B , C, etc. , désignant des coelficiens indéterminés , 
ïypotîrèse qtiele calcul Justifié. SI Ton fart croître x 
de la quantité «s, cette sonlme deviendra 

et si Ton en retranche la valeur précédente, il restera-, 
l'accroissement qu elle a reçu et qui est précisément le 
terme «a;'"(i— a:)* : on aura donc cette équation 

(*) Elémens du Calcul ^ies Probabilités > p. 70. Ce proceJc 
n'est dans le fait qn^uifc verificalion du. résultat donne par le 
calcul itttcgral; mais il est utile de ramener h T Algèbre ordinaire la 
d«fmonstration d^une formule sar laquelle reposé toute cette partie, 
dit calcul des probabilités. 
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+ etc. 3= «jc"(i — a?)" (I). 

Pour développer commodément cette équation » ob 
fera i — j? = 2; , et on observera qne la seconde ligne 
peut se tirer de la première en changeant A en B ^ 
m + ien^n-f-a^nenn — 1, et ainsi des autres. Eà 
ne s'occupant donc que de celfe-ci^on obtiendra les 
expressions 

= .r^{x"»-^'+ (77i4-i)«ap«4. etG.}(a»— 7wa»-*+etc.)' 

4- ^V+^V+etc. , 

où les termes contenant des puissances dé a supérieures 
à la première sont seulement indiqués. Retranchant du 
dernier résultat le terme ^x'**"*(i — xY^=Aaf^V ^ 
il restera , pour la première ligne de 1 équation (\)\ 

{m 4. O^^x'^z" — nAêLS^^z!^^ + Ata^ -J- etc. 

On voit par là que tous les termes de cette équation sonjt 
divisibles par « , en sorte qu'elle se réduit à 

^((/n+i^r^a» — nx"-^'2i»-*}+^'it+etc. 
4- ^Um+2)x^»z"-'--(«— i)x"-*-*z»^*f +-^-.+etc-. 
+ C{(m4-3)x'"-^2i"-»— (n— 2)x"»+V-'3j4C'*+etc. . 
+ etc. = a:"a". 

Cette même équation subsistant toujours ^ quelque 

petite que soit la valeur de et, s'étend, lorsqu'on y 

ce 
fait <»==^Oi,au cas où le nombre - des termes de la 

fit 

suite devient infini \ et comme elle doit avoir lieu , quel 

que soit 07, il faudra l'ordonner par rapport aux quan^ 

tité* a; et 2i^ ce qui lui fera prendre la forme 
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— {(/»— 1)5— (m+5)C}a-^z"-»— etc.=o. 

Alors en égalant séparément à zéro les coefficiens de 
chaque terme, on aura 

ji(m + i) — i=o> d'où A=^ — : — • 
^ m+i 

(;_1)Z?(_7I»+3)C=0, g= . . V^^T^l , gx > 

etc. 
La suite 

*[ *"(i— «)»+(2a)'«(i— 2ii)». . .-Kjp— «r(i— a:+flt)*} 
a donc pour limite 

^+T~'*' (»+i)(m+a) 
n(n — i)af"*^(i— x)*^ 

(i»+i)(/ii+a)(m+3) 

, jt(yt — i)(n — a> i.a:*'*'*^' 

car Ta valeur de cette expression naît avec Ta série , 
puisqu'elle s'anéantit lorsque x=:o ^ ainsi que le terme 
général rta:"(i — x)" (*). 

Il faut remarquer que cette série s'arrête à a: — « ; 
pour la pousser Jusqu'à x^ il faudrait y ajouter le terme 
général #rx"'(i — *a:)", qui devient d'autant plus petit que 
a. diminue , puisque d'ailleurs x ne saurait jamais pas- 
ser i; on peut donc, à la limite qui répond à «=0^ com- 
prendre ce terme dans la série , et substituer pour x sa 

(*) Cenx qui savent les règles da calcul intégral , verront ^ 
que Fobservation ci>dessas a poor bot de montrer qu^il ne fav 
«jonûr de constante^ arbitraire à Texpression tEoavée* 



I^ ' TRAtTÉ ÉLfiMEUTAl&E 

dernière valeur. C'est ainsi que pour avoir- la série conx^ 
plète y il faut faire a? =: i /ce qui donnera 

I 

n(n*-*- >)(»—- a) i 

(m + i)(m + fl)(77i+ 3) (wi 4" '* + 1) * 

telle est la limite des valeurs de #»/*• 

89. Devant faire un fréquent usage de l'expression - 
de la limite considérée ci-dessus j je représenterai cette 

limite par 5, * , lorsque j'y regarderai x comme in- 
déterminé; mais dans les autres cas , j'indiquerai la^ 
valeur qui répond au dernier terme. Ainsi l'expression 

Si * désignera la limite de là série prise depuis le 

terme ou x = o fusqu au dernier terme où x-^i i 
sa valeur est la formule qui termine l'article précédent; 

•S, ' désignerait ja- limite de la même série ^ arrêtée- 

au terme où x=|.-flQuit-de là que 

donne la limite de la soi^ime de tous les termes de la? 
série tf/, a partir de celui où a; = i jusqu'à celui où 
x= 1. 

Les valeurs de ces, «expressions se simplifient beau- 
coup lorsque n-^zo : le dévelop*pement général de la< 
page précédente se réduit à son premier terme •••• 

^-; ^ : et a cause de (i — xy = i^ on a 

^(m)_:^-^ et ^î'^rrr-^-, 

quand on fait x=i. 

90. Ces préliminaires étant bien compris , il eatr 



bîlité d'obtenir nu i 



facile de s'élerar à la probabilité des éicncBMK! latnn. 
Suivant ce qui a-été dit an n* 86 , h pnbdMîité d'osé 
hypothèse on d*nn rapport qtwlcooqne z, est 

/ ~ -/ " 

En la mnllipliaat par x (A7) , on en dédoïra la pr>ba- 

-/ ■ 

d'où l'on tirera ce qui conTÏeot à diaqne brpolbMe 
en particulier , en j mettant ncceuTrement c, ^ , 
Sec , etc. , à la plan de z ; la Umite de la tomatt da 

ces résulta »era par coiuéqpeot > et la «- 

Içor du numérateur ae dédnîia de cclîe de S'", 

parle changement de n en m -4-1. fii rabîtitiact em 

valenn , il idendia 



(m + aKm + 3) (m+B + s) 

^ 7iC«-i)(«-^a) I ~« + « + i" 

après la suppression dei facteurs commue) au divi- 
dende et an divisear. 

Si l'on demandait la probabilité de VarTirit <i un 
nouvel événenient B, i* probabilité particuiî<m; <je 

cet éïènenieat , dans Itypolbê-e corro pondante â x, 
étant 1 — X , on auiait le» expre»:)irjii» 
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çO».») m + 71 + a*. 

Au lieu des probabilités — \ r— et — -r — r~ on* 

aurait 9 suivant l'usage communales expressions ■ ^ -^ 
, formées en dryisant tè nombre de fois que chaque 



événement a paru, par le nombre total des- évènemens 
observés, et qui ne s'accordent avecles précédentes que* 
lorsque m=zn, auquel cas les quatre fractions ci-dessus 
deviennent j : dans toute autte circonstance, là premièiB - 
évaluation diffère de la seconde. Si , par exemple ,, 
m=:3 et 7i = a, Tune donne f et f ; l'autre | et | ; 
mais ce qu'il faut bien remarquer, c'est que Tévalùa^^ 
tion rigoureuse s'approche sans cesse de l'autre. Gela se 
voit en divisant par m+n les deux.termes des premièiss- 
probabilités; elles prennent alors les foimes 



m . 1 n 



— et — i- i— , 

, a ' .a' 



qui ne deviennent — : — et — ; — qu'en supposant iu- 

m + n 711+»^ '^'^ 

fini le nombre m + /i. 
La différence 



m + n jn-f ^+^ (m-f-7i)(m-f-/i+a) 
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étant positive lorsque m^n^ montre qne celui des 
deux évènemens qui est arrivé le plus souvent augmente 
sans cesse de probabilité lorsque les nombres m et a 
conservent la même subordination dans leurs accroisse- 
rnens* Le contraire a lieu quand m^n. Ces diangemens 
sont remarquables parce quils sont produits par la 
seule répétition des faits ; ainsi la théorie des proba- 
bilités à posteriori s'accorde bien avec celle de Ber- 
noulli sur les épreuves successives (34) > puisqu'il ré- 
sulte de Tune comme de Fautre , que le rapport du 
nombre des évènemens ^ ou ^ , au nombre total des 
évènemens observés > a pour limite leur probabilité 
simple. 

91. La probabilité que sur un nombre p de renou- 
vellemens du même hasard^ il arrivera un nombre p — q 
d' évènemens ji , et un nombre q d' évènemens B , s'ob- 
tient aussi sans difficulté > par les principes exposés 
précédemment. Dans l'hypothèse correspondante k x , 
la probabilité de cet événement composé est exprimée 
par or^'^^Ci— a:)^, si la succession des évènemens simples 
est déterminée , et par 

p(p-i)...(p-? -H) ^p-,(,_^), = CxP-fç.^^y, 

1.2 q ^ ' ^ ^ * 

dans le cas contraire (ao). Cette probabilité étant mul* 

tipliée par ^y — ^ , probabilité de l'hypothèse , 

on aura pour celle qu'on cherche 

prenant la limite de la somme , depuis x == o jus- 
qu'à a? = i , et faisant abstraction du coefficient C , 
qui est indépendant de a? , il viendra 
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s\ 



(m»n) 



(n + qXn + q — i) 



X 



(m. -f- 0(771 + fi) (771 +n+ 1) 



jifji -» i),.; 1 



expression quie l'on peut simpIîGer par la suppression 
des facteurs depuis n jusqu'à i^ qui multiplient et qui 
divisent en même temps > te qui donnera 



{n + q)(n + g — i) (/i + i) 



(771t|-p— 9+1X771+P— 7 + Q)...(7» + /l+p+l) 
;X (m+i)(7îi+2) (m + ji+i). 

Lorsque n*^p — {7 , on peut encore supprimer de 
faiême les facteurs depuis 771 + p — 9 + 1 jusqu'à 
m + 71 + 1 inclusivement , et la formule ci-dessus 
devient 

(77t-Hi)(77i+ Q). . .(m+p — g) (y^+0(yt+g)« . .(71+ ty) 

(77I+/I+2) (771+71+3) . . . (771+71+p+l ) 

Si Ton prend pour exemple, p = 3, (7=1 , l'ex- 
pression précédente donnera la probabilité de réyène- 
ment composé jiAB y égale à 

(m + l)(/71 + 2)(7l + 1) 
(77l+7l+a)(77l+7l4-3)(77l+7l+4) ' 

et si l'on divise par 771 + 71 chacun des facteurs du nu- 
mérateur et du dénominateur de cette fraction , on re- 
connaîtra aisément qu'elle tend sans cesse vers. . . • 



77l*7î 



p — X~v > probabilité composée qui résulterait des pro- 
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habilités simples — ■ — , — ; — (21). La même cir- 

constance a lieu pour l'expression générale > et se 
prouve en développant cette expression avec le secours 
des formules qui serventà calculer par approximation 
les produits formés d*un grand nombre de facteurs : on 
troiive alors que si les nombres m et n sont très grands 
par rapport aux nombres p et q, elle a pour limite 

z — : — rr (voyez la note I). 
{m + ny ^ -^ ' 

Ainsi , plus le nombre des évènemens observés aug^ 
mente , moins les probabilités , soit simples , soit com- 
posées , déduites des formules précédentes , diffèrent 
des probabilités déterminées à priori, ou plus les rapports 
donnés par la succession des évènemens représentent 
avec exactitude les probabilités simples. La possibi- 
lité de prendre- les uns pour les autres s'est offerte sî 
naturellement à ceux qui les premiers ont médité sur ce 
sujet , qu'ils l'ont regardée comme évidente par elle- 
même ; mais on ne pouvait s'en rendre compte sans 
le secours du calcul , qui montre qu'au lieu de 
l'égalité conjecturée , il y a une approximation conti-> 
nuelle et de plus en plus rapide. 

9a. Au moyen de la formule que nous venons de 
construire , on réunit dans une expression toptes les 
probabilités des évènemens composés , auxquels peut 
donner lieu un nombre p de renouvel lemens du même 
hasard ; il suffit pour cela de faire sucessîvement 
^=:o,r=:r,=2,=3, etc. En conservant les coeffi- 
ciens désignés par (7 , pour laisser indéterminé Tordre 
de succession des évènemens simples^ on formera la suite 



.» 
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qui tient ici la place que le développement du binôme 
(e +/)'' occupe dans la détermination à priori des 
probabilités pour les épreuves réitérées (aa). La somme 
des termes , depuis le premier jusqu'au terme général 

'1.2.3 q 5^"'"^ 

inclusivement 9 donnera la probabilité qu'il n'arrivera 
pas moins dep— 9 évènemens A, et pas plus de q évè- 
nemens B. 

Quand »=:o et 9^=0, 5^"**^^ devient 5^"^=—^ (89), 

et la formule précédente se réduit au seul terme 

S^^ m+i 
^W m+p + i'' 



c*est la probabilité qu'on aura p de fois de suite l'évé- 
nement A , lorsqu'il a été observé m fois sans inter- 
ruption. 
Si l'on partage le nombre p en parties proportion-* 

nelles aux nombres m et n, savoir, ^— et — ^— » 

m -+■ n m -7- ^ 

la somme des termes de la suite précédente , à partir 
de celui qui est affecté de 

/ i ^P i i ^P \ 



/ 
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{nsqu^à celui qui l'est de 

ezpriiùera la probabilité que sUr p renoaybllemehs du 
même hasard I le nombre des ëyènemens A ne s'écartera 
pas , en plus ou en moins » du nombre proportioimel 
à m y au*delà de s. 

gS. Avant de pasâer aux applications, je dois encore 
montrer, comme je l'ai annoncé en commençant cettts 
section , qne les probabilités déterminées à posteriori 
sont une sorte de probabiliiés moyennes : cela suit en 
effet de la manière de les obtenir, et jette un nou- 
veau jour sur leur nature, L*e^pression Cr"'(i— x)" (17) 
étant la probabilité d'amener m éyènemens ji et n. 
éyènemens B, lorsque leurs probabilités simples sont 
X et 1*— 07, la somme de ses valeurs calculées dans 
toutes les hypothèses possibles, divisée par leur nombre^ 
en donnera la valeur moyenne ( Traité élémentaire 
d! Arithmétique, règle d'alliagç). Mais , faire la division 
d'une somme de quantités , c'est la même chose que 
de diviser séparément chacune de ces quantités , et 
d'ajouter ensuite les qUotiens ; et quand on divise l'Unité 
en parties égales à. «, le-xipmbre de ces parties est en* 

demme&t -; or 

— i ^ = àx'^U — xY : 

1 ^ ^ 

m 
• < 

l'expression C5f"**"^ (89). petit donc ôtjre regardée 

CoDime celle d'une valeur moyenne prise entre les di^ 
a* édition. 1 1 
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verses probabilités qu'aurait, dans toutes les h3rpO" 
thèses possibles , réVèuement composé qui a eu lieu. 

Toutes les expressions subséquentes se déduisent éga* 
lement de ce point de vue, S*agit-il de la probabilité 
d'obtenir un nouvel événement ^7 La probabilité 
simple de celui-ci étant désignée par a; , celle du nouvel 
événement composé sera 

Cr"(i — 7i)« . a: = Cx^' (i — x)» (17) , 
expression dont la valeur moyenne, prise conmie ci-des* 

sus 9 est CS^""'^'?; mais cette valeur moyenne, considé- 
rée comme la probabilité du nouvel événement composé, 
doit aussi se former en multipliant celle de l'événement 
composé qui a eu lieu , par celle d'obtenir un événe- 
ment ^de plus (17) : celle-ci est donc égale au quotient 
de la première divisée par la seconde, ce qui donne 

es, 5, 

comme on l'a trouvé dans le v? go. 

Les mêmes considérations donneraient, pour l'ar- 
rivée d'un nouvel événement jB, k probabilité 

La somme de ces deux probabilités est égale à l'u- 
nité , comme cela doit être; car pour faire la somme 
de deux suites de termes, on peut commencer par 
ajouter les termes qui se correspondent dans chacune, et 
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prendre la somme des tennes de la nouTelIe suite for- 
mée par ces additions ; on aura donc ainsi 

et passant aux limites des séries ajoutées et à oelie 
de leur somme, il viendra 

d*où 

94-On étendrait sans pdne ces considérations auxfdr- 
mules générales des n^' gi etgs. La somme des termes 
dont se compose la dernière , qui embrasse tous les 
évènemens possibles às^as p renouyellemens du même 
hasard, doit être égale 4 Tunité, comme celle des 
termes du développement de Ce -|- f^P. Q n'est pas 
difficile non plus de voir que toute cette théorie re- 
vient à prendre la probabilité moyenne de l'événement 
composé quia eu lieu I pour l'unité à laquelle on com- 
pare les probabilités qui résultent des combinaisons de 
celui-ci avec, les évènemens futurs* On peut donc en- 
visager aussi ces probabilités connue relatives à la pre» 
mière. De là vient qu'elles ne sont pas.touJQurs les 
mêmes pour les mêmes combinaisons d'évènemens fu- 
turs , ce qui n'arrive pas aux probabilités déterminées 
à priori (as). 

11.. 
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" En eifet^ la formule da n** gi change de vàlêhr 
avec metn, quoique p et q demeurent les mêmes ; et 
puisque de nouveaux évènemens obseryés modifient cette 
Taleur, il s*ensuit évidenmient que pour tirer de ces for-* 
mules des résultats utiles , il faut toujours que le nombre 
p des évènemens futurs soit fort petit à l'égard da 
nombre m+n des évènemens passés, et «ussi que ce 
dernier soit très considérable en luinméme , afin qu'il 
ne suffise pas de quelques nouvelles observations poux^ 
changer sensiblement les résultats déduits des pré- 
icédentes. Avec ces restrictions , et pour des recherches 
dont la nature ne saurait exiger , ni même admettre , 
il faut le dire , une précision rigoureuse , on pourra 
presque toujours substituer aux formules de cette seo-^ 
tion celles de la première, ce qui est fort heureux ; 
car les calculs, déjà très longs par celles-ci, seraient 
le plus souvent impraticables par les autres , sans le 
seceurs des formules approximatives citées au n** aj ; 
aussi ne ferai-je qu'indiquer quelques-unes des ques- 
tions curieuses que M. Laplace a résolues sur cette' 
matière. 

95. Premièrement, il a donné l'expression appitH 
chée de la probabilité des résultats fournis pai: les 
Tables de mort^té ; lorsqu'on connaît le nombre d'ob- 
tervations sur lequel elles ont été construites. Ces tables , 
dont j'exposerai plus loin la formation, font connaître 
cdmbiea, sur un nombre d'individus nés en même temps, 
il en reste à un âge donné. Soit tu -f" ^ le premier 
nombre et m le second ; lorsqu'on veut étendre les 
conséquences de ces observations à un nombre p d^en- 
fans> on le divise en parties proportionnelles aux nombres 

in et n, ce qui donne ^, ■ pour celui des survivans 

m-f-n 
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et -A — pour celui des morts. Alors pour appfié- 

ckr la confiance que méritent ces résultats , il faut 
cbefclier les probabilités que Tendeur dont ils peuvent 
être susceptibles est renfermée dans des limites asses 
étroites , ce qui se fait en calculant la somme des termes^ 
de l'expression du n^ ^ , à partir de celui qui est af- 
fecté de 



g ' ' m+n m-f"ii 



» 



fusqu*à celui qui Test de 

Quoique M.'Laplaçe ait détex:9ifaié assez simplement 
la valeur approchée de cette somme >, il n*en donne 
point le calcul numérique ; en eflet , on sent. assez dès 
à présent , çt on en sera tout-à-fatt convaincu dan9 
la suite , qu*un pareil examen , devant être répété, 
pour tous les âges , et sur des Tabhis très multipliées , 
est à peu près impraticable ». et que c'est principale- 
ment] la finesse des artifices de calcul qu'il exige , qui 
en constituejlelfmérite ^ comme de la plus grande par-*.. 
tip des recherches de ce genre. 

g&. La seconde,question dont je vaj^orterai renoncé 
et les résultats, a eu une application effective. Dès 
qu'on s'est aperçu du peu de variation qu'offraient le 
nombre des naissances et celui des décès^da^s une popu^ 
latîon dont la marche n'était point troublée par les 
{iéaux naturels ou politiques , on a cherché à déter- 
Qiiner les rapports de ces [nombres avec le total de la. 
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population , en faisant le relevé des naissances et des 
morts , dans diverses parties da même état, et ponr pin- 
nears années , en même temps qn*on se procurerait un 
dénombrement exact de la population de ees*partiet. 
Le rapport moyen ^obtenu ainsi , à para propre à £ùre 
connaître la population de l'état entier, d'une mar- 
nière à la fois plus prompte et plus sûre qa*un dé- 
nombrement total dès habitans , qui entraîne toujours 
de grandes longueurs et souvent de grandes difficultés 
dans l'exécution. Oette idée , mise au jour d'abord par 
Moheau , a été suivie avec assiduité pendant S années ^ 
par Duséjour 3 Gondorcet et M. Laplace Ç^Jla s'étûent 
proposé d'appliquer successivement leurs calculs à cha- 
cune des i6d feuilles de la Carte de la France , par 
Cassini : ce travail s'étendait i 1^9 feuilles, lorsqu'il a 
été suspendu. La révolution devait en avoir changé les 
élémens; c'est pourquoi M.Lapbce l'a recommencé ea 
1799. Le gouvernement a ordonné, en conséquence , 
de faire avec soin, dans 3o départemens choi^ parmi 
tous ceux qui composaient alors la France , le relevé 
exact des naissances, mariages et décès, depuis l'an 8 
jusqu'à l'an 11 (du 22a septembre 1799, au sa sep- 
tembre 180a), dans des communes de situations et* de 
grandeurs variées ; il en est résulté : 



(*) Voyez les Recherche» sur la population de la Franee, par 
Moheaa, éd. do 1778, p> 3a , et les Mémoires de l' Académie de* 
Sciences j années 1784'— 1789. 

Dans son premier mëmoire snr ce sniet {Aead, des Sciences ^ 
1783, p. 696), M. Laplace prend a6 pour le rap))ort moyen sur 
tootc la France. Le dénombrement effectué h Paris de 1816 h 18 17, 
montant à 'jiSrfiS individus, et lo noknbre des naissances à 224^1 » 
il eo résulte un rapport ^(^ue3is8« 
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Naissances* Mariages. Décès. 

iioSi a garçons^ 4^o37» io3659' hommes ,. 
}oSfl87 filles , 99443 femmes , 

et pour le montant de la population de ces mèibes 
communes » i la seconde époqu€, â oSy 61 5 individus. 
Par ces nombres » les naissances des garçons sont à; 
celles des filles dans le rapport de aa a ai ; les ma- 
riages aux naissances, dans celui de 5 à i4> enfin , celui 
de la population aux naissances annuelles, est de a8>353 
cuTiron à 1 , ce qui portait à 4^ Booooo le nombre 
des habîtans du territoire soumis alors au gouvernement 
français y et où le nombre des naissances annuelles 
8*élevait environ à 1 5oo 000 {*)* M. Laplace voulant 
ensuite se rendre compte de la précision qu'il devait 
attendre de tous ces soins , a cherché la probabilité 
que cette évaluation ne serait pas en erreur de 5oo 000 : 
Toici la traduction de Ténoncé de ce pioblème , axt. 
moyen des formules analytiques. 

En représentant par m -|- n le nombre des individus 
eompriâ dans le premier dénombrement ; par;» celui des 
naissances annuelles , qui est le ^ de la somme des nais-^ 
sauces des deux sexes , rapportées plus haut, pour 3 an^ 
nées ; par q le nombre des naissances dans toute Tétândue 

du territoire de la Fraude, p =z ^ — ^ exprimera la 

population de ce territoire, en y comprenant le nombre- 
q de naissances ; et par conséquent 

C5 ~» "^'""^^ 



■p^wtnwi^ 



^î«/0 



(*) Théorie analytique des Probabilités ^ pag. BgiA . 
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sera la probabilité que cette population se composera, 

des deux parties i — ■ ■ ^ -- q etq. 

Sidonaon forme nue suite détenues semblables au 
précédent « en donnant au premier exposant toutes leà 
valeurs comprises entre 



ni + (^-^)q — q + 



z 
' \ n / ' ' • 

et 

m ' ■ 






le second exposant demeurant toujours n -^ q ^ 
la somma de ces termes sera la probabilité que le dé-" * 
nombrement total conclu des naissances ne s'écar- 
tera pas du véritable au-delà, du nombre z , soit en plus. ^^ 
soit en moins (^}. £n faisant z = 5oo ooo ^ les formules 

approximatives de M. Laplace lui donnent ■ ^ ■- pour la 

valeur de cette probabilité v et en portant z à 700 oqo , 
la contraire de cette même probabilité serait insensible^ 

97. Dans tout ce qui précède , on a supposé que , 
pour la même hypothèse , la probabilité simple de^ 
meurajt constante , c'est-à-dire qu'on remettait chaque 
fois dans Turne la boule qui en était sortie. Cette sup- 
position paraît applicable à la plupart des évènemena 
naturels, parce qu'on regarde leprs causes commet 



{*) Les di^nominatioDS employées par M. Laplace sont un peo 
différentes de celles-ci : i»-h/z répond 'kpynkq,qk4j'ix doit 
être changé en i — Xy et réciproquement. M. Laplace ne détermina 
pas immédiatement la probabilité indiquée ci-dessus, mais ss^ con- 
traire , en prenant z depuis 5ooooo jusqu'à rinfîni, et par un artif 
tice d'Aualyse dont je donnerai une idée daoïs la note III. 
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AgUsant toujours de la même manière , ou le rapport 
des nombres de chances également possibles comme 
constant; Gondorcet, cependant, ne s'est pas restreint 
à ces considérations; il a fait Ténumération des hy^ 
pothèses que comporte le sujet, et les a soumises 
Â une discussion approfondie (*). Il en distingué trois , 
u 1*. celle où la probabilité est constante , où Ton 
» suppose chaque événement (simple) également pro* 
1) hab\e, où du moins la probabilité moyenne pour 

V chacun , déterminée d'une manière semblable (c'est 
fi celle dont nous sommes occupés) ; a°. celle où l'on 
D suppose cette probabilité variable > mais indépen- 
9) dante du temps où les évènemens sont arrivés , et de 
f» l'ordre dans lequel ils ont été observés; 3^. celle 
9» où on les suppose dépendans , ou plutôt pouvant 

V dépendre de cet ordre, n 

La troisième hypothèse j, comme la plus générale, 
devrait être employée le plus souvent; car c'est un 
principe fondamental dans le calcul des probabilités , 
de prendre en considération tout ce qui n'est pas re- 
« connu impossible. Or, ne peut-il pas arriver que les 
^forces qui produisent certains évènemens se modifient 
ou s'altèrent, et que par cette raison leur possibilité 
devienne plus grande ou moindre ? Que s'ils résultent 
d'un développement successif, l'ordre de leur produc- 
tion, l'époque à laquelle ils paraissent, influent sur cette 
possibilité? Tant que ces suppositions ne seront pas 
formellement écartées par des lois positives bien cons- 
tatées , les probabilités déduites de la première hy- 
pothèse ne pourront s'étendre qu'à un temps limité et 
devront être calculées souvent sur de nouvelles obser- 
vations. On sent bien que les formules relatives aux, 

(*^) Mémoires de VAcddémie des Sciences, 1783, pag. 539 . 
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dernières hypothèses sont hors des bornes prescrites à 
un traité élémentaire; je renverrai donc, pour ce su- 
jet , le lecteur au Mémoire cité dans la note , et à la 3* 
partie de V Essai sur la probabilité des décisions, etc. 

Détermination de la probabilité des causes {ou des 
hypothèses) par les observations* 

98. Lorsque -Ton regarde comme possibles , dans 
la probabilité des évènemens , tous les rapports com- 
pris entre o et 1 ^ la probabilité de Thypothèse corres- 
pondante à X est exprimée par 

Cette fraction , dont le dénominateur a pour limite 

la quantité finie 5^"*'"^ (88) , est d'autant plus petite 

que « est moindre , et que par conséquent le nombre 
des hypothèses établies est plus considérable. Si donc 
on suppose ce dernier nombre infini , a sera infiniment 
petit , et chaque hypothèse n*aura qu'une probabilité 
infiniment petite : aussi n'est-ce point la probabilité ab- 
solue de l'une de ces hypothèses qu'on se propose de 
déterminer, mais les probabilités relatives, ce qui est 
très facile , puisque si Ton désigne par a! une autre 
hypothèse , on aura , suivant ce qui a été dit dans le 
n° i3, pour la probabilité de la première hypothèse par 
rapport à la seconde , 

«r"(i — xY ' a:^(i— x)** 

expression où a disparaît. 
La valeur de cette expression dépend de celle des 
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rapports x et x'\ et en la mettant sous la ferme 



^^x'-Cî-xO* • 



X*"(l — X)" 

r • 

on verra qu'elle approche d'autant plus de Punité , 
quex"*(i — x)* surpasse x''"(i — x')" : elle atteindra 
donc la plus grande valeur dont elle soit susceptible^ si, 
parmi tous les termes de la suite 

«"■(i — «)*, (2«)"(i— 2«)", etc., 

on prend le moindre pourx''"(i— x')*, et le plus 
considérable pourx"(i — x)\ Le premier ne peut jamais 
être nul , tant que l'un des nombres m^ n^ n*est pas 
nul. 

Quant au plus grand terme, on trouve par le 

calcul différentiel qu'il répond à x = , c'est- 

mm 

à-dire que cette valeur, d'où il suit 1— x= , 

m -f- n 

rend le produit x"(i— x)" plus grand que toute 

antre- valeur qu'on voudrait assigner à x. Ce résultat 

est bien remarquable, puisqu'il nous apprend que la 

plus probable de toutes ces hypothèses est celle où 

les probabilités simples des évènemens A et B sont 

égales au rapport du nombre de fois que chacun de 

ces évènemens est arrivé , avec leur nombre total ; il 

rentre d'ailleurs dan^ la proposition du n^ 229 , quoiqu'il 

soit appuyé sur des considérationa beaucoup plus gé- 

nérales. 

93. Cette même hypothèse, outre qu'elle jouit de 
la plus grande probabilité relative , peut encore être 
regardée comme s'^approchant sans cesse de la vérir- 
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table probabilité, à mesuré que le nombre des observa* 
tions devient plus considérable , c'est-à-dire qu'en assi- 
gnant à ce nombre une augmentation convenable, on peut 
obtenir une probabilité aussi voisine de Funité qu'on 
voudra^ que la véritable valeur de x sera comprise entre- 

+ c et — i — ""<?! 



711 -|- n Tii^n 

la quantité c étant aussi petite qu'on voudra. L'exr* 
pression de cette probabilité, se composant d» la sonmie 
des probabilités correspondantes aux diverses valeurs, 
que Ton peut assigner à x entre les limites indiquées 
cl*dessu8 , sera évidemment 

pvT — (^95 ' 

en faisant ^ pour abréger, 

m 171 , , 

a, -—— + = 0; 



mais comme on y suppose que m et n sont de très 
grands nombres , il faut , pour en trouver la valeur ,' 
faire usage des formules approximatives et du calcul 
intégral ( voyez note III ) ; c'est pourquoi la démons- 
tration de la proposition énoncée au commencement 
de cet article ne saurait trouver place ici; je ferai 
seulement remarquer que cette proposition est analogue 
à celle du n° 33, et appuie sur les considérations très 
générales qui servent à la détermination des probabi- 
lités à posteriori , le théorème fondamental que Jacques 
Bernoulli n'avait prouvé que dans Tordre des probabi-: 
Utés déterminées à priori. 
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ioo.On voit aussi y par ce qui précède , que si la 
probabilité d'une hypothèse en particulier , est inassi— 
gnable, celle d*nn ensemble d'hypothèses comprises 
entre des limites dont la différence est finie , a une 
valeur finie , puisque telle est celle de l'expression 



^ 



IV) 



1 



dans tons les cas où &— -a est ;une quantité finie : cette 
remarque est bien importante.. Quand , par exemple , 
on observe une supériorité constante dans le nombre 
de fois qu'un événement se montre , sur le nombre de . 
fois où se mdhtre l'événement contraire , on est porté 
à croire que la production du premier est d'une faci- 
lité plus grande que celle an second , ou qu'il y a 
une cause qui détermine plutôt Tun que l'autre , ou 
enfin, ce qui est encore la même chose, que la probabilité 
simple du premier événement surpasse {. Mais cette 
croyance , qui n'est d'abord qu'un simple aperçu , se 
fortifiant à mesure que les évènemens se reproduisent 
dans le même ordre de fréquence , est susceptible d'être 
appréciée , en déterminant, d'après le nombre des ob- 
servations y la probabilité que la valeur de x est com- 
prise entre ^ et i^ ce qui se fait par le moyen de 
l'expression 

ICI. Ces formules ont une application très curieuse, 
par rapport aux naissances. Arbuthnot ayant remarqué, 
sur les listes des naissances arrivées à Londres depuis 
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1639 jusqu'à 1710, que lu nombre de celles des garçons 
8*écartait peu du nombre de celles des filles , et pensant 
apparemment qu'il ne pouvait pas exister de loi pri- 
mordiale qui maintînt ces nombres entre des limites peu 
différentes de Tégalité, voulut voir dans cette prétendue 
égalité un miracle continuel. Nicolas Bernoulli, au 
contraire , frappé des différences assez sensibles qui se 
trouvaient entre ces nombres , et de ce qu'il y avait 
toujours plus de garçons que de filles , y vit avec raison 
l'indice d'une plus grande possibilité dans la naissance 
des enfans du sexe masculin que dans celle des enfans 
de l'autre sexe, le rapport du nombre des unes au nom- 
bre des autres étant ff* (*). Pour le prouver , il moptra 
qu'en supposant un dé à 35 faces 1 18 noires et 17 blan- 
ches , jeté 14000 fois , il y aurait une probabilité su- 
périeure à ^ , que le nombre des faces noires amenées 
ne s'écarterait pas au-delà de i63^ soit en plus, soit en 
moins , du nombre 75200 , égal aux ^ de celui des jets ; 
il n'était donc pas surprenant que sur 14000 naissances, 
le nombre de celles de chaque sexe ne différât pas da- 
vantage de la proportion asâîgnée par la probabilité 
simple , savQir, 75200 garçons et 6800 filles (vcyez à ce 
sujet la note I). Le fait s'étant soutenu , a été constaté 
de nouveau dans la plupart des états de l'Europe* 
Daniel BemouUi s'en est occupé (^**) , et enfin M. La- 
place Ta traité par les formules directes ^ celles de l'ar- 
ticle précédent. 

De 1745 à 1784, les registres des naissances de Paris 
donnent S^SSSS garçons , 377555 filles , nombres dont 
le rapport est à .peu près f| , moindre que f| qu'on 
trouve par les registres de Londres, depuis 1664 jus- 



(*) Analyse des Jeux de hasard y par Montinort, pag. 388. 
(*0 Noui Comment, Acad. Petrop,, t. XIV, pars i«, clL XV. 



DES PROBABILITÉS. 1^5 

qu'à 1758 inclusivement ^ et que ^ donné par ceux du 
royanme de Naples (non compris la ' Sicile) , depuis 
1774 jusqu'à 1781 ihclusiyement aussi. Cependant , 
par les deux premiers nombres , les formulés approxi- 
matives ont donné à M. Laplace, pour la probabilité 
que X surpasse i^ l'unité moins une firaf^on dans la* 
qneUe l'unité est divisée par un nombre de 7a chiffres (^. 
Un petit excès dans le nombre des répétitions d'un évé- 
nement, sur celui des répétitions de Tévènement con- 
tradictoire y a donc suffi , par sa constance , pour faire 
croître avec une immense rapidité la probabilité qui 
assigne une facilité plus grande au premier qu'au se- 
cond; et plus les observations se multiplieront, en 
conservant les mêmes relations de grandeur, plus cette 
probabilité augmentera. 

10a. La formule du n^ 99 se simplifie beaucoup , 
lorsqu'il n'est arrivé que des évènemens d'une seule 

espèce. Dans ce cas 5^"*»*^ devient 
on a donc 

1 2"*"*"* 1 



«jïïH-i «jm4-i 



pour la probabilité que celle de l'événement constam- 
ment observé est supérieure à ^. 

On peut d'abord appliquer ceci à l'un des phéno- 
mènes les plus remarquables du système du monde , le 

(^) Théorie analytique des Probabilités , p. 879. 
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sens uniforme dans lequel les planètes principales et 
leurs satellites font leurs réyolutions autour du soleil* 
En regardant le mouvement de chacun de ces corps 
comme le renouvellement du même fait , la répétition 
de ce fait indique une cause qui a déterminé la di- 
rection d*orieQt en occident , préférablement à la di- 
rection contraire/ Si l'on n'applique le calcul qu'aux 
planètes principales y afin de n'y faire entrer que des 
circonstances rigoureusement semblables , on prendra 
771 = 11 y et il viendra 

fl" — 1 _ 4095 

pour la probabilité de l'existence d*une plus grande 
facilité de ce mouvement d'orient en occident, que dans 
le sens contraire. On aurait eu un résultat beaucoup 
plus fort> en joignant aux planètes principales les sa- 
tellites connus, qui sont maintenant au nombre de 18 , 
et un résultat encore bien autrement près de l'unité^ si 
Ton eût regardé comme dépendant de la même cause 
le sens uniforme dans lequel s'exécutent les rotations 
observées dans plusieurs de ces corps. 

Quelques auteurs ont évalué cette probabilité d'une 
manière un peu différente, en partant d'ailleurs du 
principe posé dans le n® 86 ; raab en se bornant à 
comparer le cas où il ensterait une cause absolue , 
avec celui où les deux sens opposés seraient égale- 
ment possibles , ce qui réduit les hypothèses à deux , 
donnant pour l'événement arrivé , l'une , la certitude 

représentée par Fiïnité, et l'autre > la probabilité — . 

La probabilité de Ja première hypothèse serait doiic 
alors 
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1 fl" Qo47 

^ l'on ne faisait entret dans le calcul que les planètes ptin- 
cipaies. Cette dernière fraction est moindre que la pré»* 
cédente ^ mais je crois que les considérations dont elle 
€st déduite sont trop particulières. En ne s'attachant qn*au 
sens du mouvement , on ne trouve > il est vrai» que 
deux chances; mais doit-on les supposer également 
possibles, quand t>n ignore complètement d^ quelle 
manière le mouvement a été imprimé ; et ne se peut-il 
pas qu'au lieu d*être un effet simple , sa direction soit 
le résultat du concours de diverses, chances qu'il faut 
supposer , par conséquent ^ dans tous les rapports pos- 
sibles avec celles qui auraient donné la direction con-» 
traire? 

Les limites étroites dans lesquelles sont renfermées 
les inclinaisons des orbites des planètes anciennement 
connues , qui n'occupent dans le ciel qu'une zone d'en- 
viron 18 degrés de largeur, fournissent aussi Une grande 
probabilité pour attribuer tous les mouveitiens de ces 
corps à une cause unique ; mais la découverte de - la 
planète Pallas, dont Torbite est inclinée de plus de 
34 degrés par rapport à l'écliptique, doit modifier 
un peu cette probabilité, que changerait encore la 
découverte de corps qui, s'écartant davantage de Té- 
cliptique et parcourant des orbites plus excentriques , 
formeraient le passage des planètes aux comètes , dont 
les mouvemens ont lieu dans tous les sens et sous toutes 
les inclinaisons. 

io3. La formule employée dans l'article précédent 
trouve aussi son application dans une queAion agitée 
par Tes philosophes des siècles passés et du nôtre , celle 
2* édition. la 
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de la liaison des effets aux causes. Les uds , comme 
Hume , ont nié que nous eussions aucun motif solide 
pour supposer une dépendance entre deux effets qui 
ne suivent on s'accompagnent constamment. Les autres, 
importunés par ce scepticisme dont les conséquences 
devraient s*éfendre sur nos actions les plus fréquentes 
et les plus nécessaires , ont affirmé qu'un sentiment 
intime , une loi de notre organisation intellectuelle , 
nous forçait de tapporter chaque effet à une cause 
que nous troiiviônis toujours dans celui qui précédait. 
D'autres eufin , craignant de trop multiplier ces lois de 
rinteltigence^ ces faits primiti& qui ressemblent assez aux 
idées innées , ont pensé que la considération deè divers 
degrés dé probabilité^ non^uleinént expliquait le phé- 
nomène moral , mais pouvait donner la mesure de la 
confiance que nous attachons ou que nous devrions 
attacher à nos connaissances. Ils ont évité ainsi de 
tomber dans le pyrrhonbme et le dogmatisme absokià , 
doctrines également absurdes , mais dont la seconde , 
qui a tant de foia servi Tavidité et Tambition de cer- 
tains hommes ^ et qui flatte la paresse de tous , est 
infiniment plus dangereuse que la première, toujours 
renfermée dans les bornes de la spéculation, puis- 
qu'après la dispute la plus animée sur l'existence des 
corps , le plus déterminé pjrrrhonien n'entreprendra 
pas de sortir de sa chambre à travers la muraille. 

Cette doctrine moyenne ^ que l'on pourrait nommer 
scepticisme gradué^ proposte d'abord par Helvétius (*), 
a été fortement recommandée par Condorcet , comme 
la seule qui pût échapper à toutes les difficultés , parce 
qu'elle reposait entièrement sur Texpériencf , d'où toutes 
nos idées tirent leur origine. Il y est revenu souvent 



{*") Dans une note du i«r chapitre du i«r Discourt de V Esprit. 
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<dand ses onvragea^màisMenâelshon paiatt avoir, te pre^ 
tnier, appliqué spécialement la probabilité à la li^dsoii 
des elFets aux causes , dans un Traité sût l'étidencfe , 
couronné, en 1763, par 1* Académie de Berlin. Voici 
comme il raisonne* 

ic Si nous avons expérimenté une seule fols ^06 
m deux faits , ^ et ^ , se suivent imméicBatément , H 

V se présente pour nous trois SYipposifiôns : ctu qtiè A 
n ait son fondement &i B , on -que ^ et È aient teùt 
n fondement commun dans yne troisiènde cause C/où 
y> que cbacun des deux dépende enfin d*nne catise iso- 
D lée ou indépendante. Dans leà deux premiers cas, 
)) ils devront reparaitk« toujours à la siùte Tun de 

V Tautre ; dans le troisième, é . , leur rencontre sera TefFet 
1» du hasard : ils pourront se trouver aussi bien séparés , 
tt éloignés, que réunis... ('^. )y On voit déjà qa*en ad- 
mettant Tinfluence de la ré{>étition du jugement de pos- 
sibilité sur notre esprit (5 et .6) , il doit être porté 
à supposer une liaison , soit inmiédiate , soit médiate , 
«ntre ji etB, a Donc, s'ils se reproduisent de nouveau \ 
i> si 9 en se reproduisant , ils paraissent constamment 
t) réunis, il devient vraisemblable que celte réunion 
V a son^ principe dans l'une des deux premières hypo- 
7) thèses. Plus la répétition aura été fréquente , la ren- 
TD contre des deux faits étant constante , plus cette vrai- 
t) semblanCe augisièntéra ; elle ira drôîsâant dnsi jusqu^à 
f» l'infini. )> Voycfns cifemment le calcul justffîe cette 
dernière assettion. 

1 o4«On a observé un grand nombre de fois de suite l'ap- 
parition consécutive ou simultanée des faits ji et B\ la 
probabilité que cette apparition jouit d'une grande pos- 

\ 

(*) Histoire comparée des systèmes de philosophie f par 
M. Degciando , t. II, p. i5i et suiv. 

la.. 
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sibiiité» s'obtiendra en cherchant la probabilité de Thy* 
pothèse par laquelle le rapport des chances qui établis- 
sent le concours de Tun avec l'autre > diffère très peu de 
l'unité; et pour vendre la chose plus sensible > on peut, 
ce me semble , énoncer ainsi la question : On a tiré 
dune urne (avec l'attention de les y remettre chaque 
fois) un grand nombre de billets marqués AB ; s'il ny 
en avait que de cette sorte y l'apparition simultanée des 
lettres A et B serait nécessaire; mais c'est ce qu'on 
ignorera tant que tous les^ billets ne seront p€u tirés : on 
demande donc quelle est la probabilité que le rapport 
du nombre des billets de l'espèce de ceux qui sont sortis, 
au nombre total des billets > est compris entre des Un 
mites données ? 

Soit m le nombre des billets , a une fraction assez 
voisine de l'unité ; la probabilité que le rapport inconnu 
tombe entre a et i , aura pour expression 



S 



I 



et nommant P cette probabilité , il viendra 

P = 1 — a«+* (89). 

a étant -<i, la valeur de a'""*"*'pourra être rendue aussi 
petite qu'on voudra ; son décroissement, qui ne sera pas 
d'abord très rapide ^ si a diffère peu de l'unité , le de- 
viendra dès que le nombre m sera très considérable. 
Soit f par exemple ^ 

1 000 000 
a=: , 

1 000 001 

et qu'on l'élève à la 1 00 000 000® puissance , on trouvera 
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facilement > [far le moyen des logarithmes , que cette 
puissance est égala à Tunîté divisée par un nombre de 
44 chiffres; et comme c'est la probabilité contraire à 
celle qu'on cherche , on jugera par là combien cette 
dernière approche de Vanité. 
Si l'on se donne P et qu'on prenne a pour incon- 

nue^ on obtiendra as^V^i — P. En faisant seule- 
ment P=zi, m étant toujours loo ooo ooo , on 
trouvera 

a = o>999999993> 

environ , fraction qui diffère bien peu de l'unité ; et 
ce rapport du nombre des billets marqué^ AB au 
nombre total , sera la limite qui sépare les rapports 
probables de ceux qui ne le sont pas (9) \ en sorte 
que celui qui est un peu moindre sera déjà probable {*) . 
Ces résultats peuvent donner une idée de ce que 
doit être , quand on l'étend à la suite des siècles connus 
et à toute la terre , Texpression numérique de la 

» ■ I I ■! — i——fc—— —i—i^— —————— ^^^—^i^——^— 

■ 

{*) Si ron n'a pas de Tables.de logarithpies assez ctendu«s pouv 
«ffectuer ce calcul , on peut employer la formule 

(Compl. des Élém, éPAlgèh.) 

dans laquelle 1 e -^ 0,434^ \ ^ feudra y changer a en i •— /* 

et ir en ; et quand le jjiombre m -f^ i sera très grand , les 

deux premiers termes sufliront. Daus l'exemple ci-dessus , oh 

X — P=-, on aura 
2 

^JL — I 3o I 3 

2 ^^ n»-f-i 4? •^ 100 000 00x4 

environ^ 
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probabilité de la dépendance des phénomènes tela que la 
rencontre des corps et le déplacement qui en est la 
énite^ si prodigieusement répétés dans un seul four et 
dans un seul lieu. 

La probabilité qu'il y a très peu de chances con- 
traires à la permanence du mouvement de la terre , 
déjà très considérable quand elle est conclue du nombre 
de levers et de couchers du soleil , comptés depuis les 
temps les plus reculés , devient bien plus forte encore 
quand on a égard aux lois connues des mouvemens de 
notre globe ^ parce qu'alors la conformité des positions 
observées ^ avec les positions calculées , doit être re- 
gardée comme fournissant de nouveaux faits , dont le 
nombre est presque infini. 

Il s'en faut de beaucoup , sans doute , que les faits 
soient atissi multipliés , par rapport à d'autres liai- 
sons regardées comme des lois .de la nature ', ni que 
la plupart de nos inductions soient établies sur de 
tels fondemens; mais il faut bien prendre garde à 
l'influence qu'exercent les faits les plus répétés , par 
rapport à ceux qui le sont moins. Dès que les pre- 
miers nous ont fait acquérir le sentiment de la con- 
stance des lois de la nature^ nous l'étendons à tout 
ce qui se passe sous nos yeux; et pour tous les cas 
avec lesquels nous sommes -familiarisés , notre con~ 
fiance dans la liaison des effets aux causes , passant 
en habitude , peut encore croître , par cette raison ^ 
beaucoup plus rapidement que la probabilité indi- 
quée par les calculs précédens (^). 



(^)Dans la rigueur des termes^ ce qui précède n'établit que 1» 
probalûlité d'une 8UCce|^ion constante entre deux phénomènes , et 
c'est aussi à quoi le câèbre physicien, M. Leslie, pense quM faut 
réduire , comme leyeutHume, tout ce qu'implique pournousU 
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De plus , le but essentiel de nos observations étant 
de prévoir ce qui doit arriver, la probabilité de la pro- 
duction d*un nouvel événement semblable à ceux qui 
ont déjà été observés, est celle qui nous intéresse le plus , 
parce qu'elle peut servir à régler notre conduite; or, pour 
celle-ci , le calcul prend une marche beaucoup plus 

rapide; car l'expression — —- (8G) difiFère bien peu de 

l'unité , lorsque m est un peu grand. Cette proposition , 
le soleil se lèvera demain , par exemple , en prenant 
pour point de départ une époque reculée de 6000 ans , 

a maintenant une probabilité égale à ■ ^ — . Si 

^ ° û 191 002 

l'on embrasse un intervalle de plus d'un jour, la pro- 
babilité, donnée alors par la formule — r^^^^ — , Ta sans 

cesse en décroissant, et peut devenir très faible; mais 
cette conséquence n'a rien qui choque la raison , puis- 
que l'avenir peut développer des lois qui nous sont en* 
core inconnues (*). 



relation de cause et d'effet. Il en appelle même an langage ordinaire 
soumis à une critique rigoureuse {Inquiiy into the nature and 
propagation ofheat, p. Sai, note XVI, ou. Edinburgh Repiew 
7«vol., i8o5 à 1806, p. ii3— laa. Poy^ SiUsaï Lectures ofPkjrsio- 
ogXiZoologf, and the natural history of man hy Lawrence , 
lecture III, p. 78}. Il est d'ailleurs évident que Fide'c d'une telle suc- 
cession suffît pour la conduite de la rie (vo^*. mes Essais sur PEn^ 
seignement, a* édition, p. 35i, l'addition à la note delà pag. aa7). 
(*) Bertrand , de Genève {Développemçns nouveaux de la 
partie élémentaire des Mathématiques^ t. I, p4 ^i%)y a traite 
aossi la question préce'dente, mais par la considération des proha- 
hUitcs h priori seulement; et il a pi-is pour la pcob^bilitâ simple 

de l'événement observé, ceUe qui donnait- pour la proliabilité de 

la répétition de cet événement m fois de snite , parce que liiypothèsc 
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f o5. On nemanquedonc point de motiCs suffisans^potir 
appuyer la légitimité aies concluâions du passé à rayenir i 
et o'est en cela que consiste le pouvoir de l'analogie ; 
mais n'est-il pas arrivé qu'en se livrant trop à ce pou- 
voir , les savans ^ aussi bien que le vulgaire , soient tom- 
bés dans Terreur ^ et aient hasardé des «assertions pré- 
maturées? Cependant ils ne pouvaient suiyre d'autre 
voie pour découvrir la vérité. Que Ton e^camine aveo 
atteation ^ soit les règles de Descartés ^ soit celles àfi 
Newton, rapportées dans la note de la page a, y verrart- 
on autre chose que le soin de faire l'énuméralion la plus 
exacte possible des faces d'une idée ou des combinai^ 
sons de plusieurs faits 7 Lorsque l'énumération sera con»- 
plète I que la dépendance , se trouvant la même dans 
tous les cas , sera nécessaire, il y aura certitude , soit 
physique, soit intellectuelle, au moins pour chaque 
partie indivisible du raisonnement , ou chaque fait eu 
particulier (i et 22). Hors de là, on ne peut plus que 



dé cette probabilité ne favorise ni ne défavorise la productipndfi; 
ta série d*évènemens observés. Suivant ce mode , oa a 

«*^-, d'oh z = 5. 

^ m 

etcomme-, par cette expression, plus[in augmente , plus x approcH*- 
derunitë, plus aussi on doit s'attendre ^ Tapparitioud'un ëvènemeni 
pareil à ceux qui ont déjà eu lieu. 

La formule de la note de la page 181 , donnerait, dans le cas de n» 
un pen gnmd , - 

a 
«=1 — .7= — 3 

m 4 m ' 

ce qui ne diffère pas beaucoup de — -— ; mais Bertrand n'a consi^ 

d«rë qu'une seule bjrpothèse, au lieu que la me'thode directe les enk^ 
brasse tontes* 
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balancer les cas favorables à l'analogie avec les cas 
contraires; et s*il ne s'en présente pas d'abord de cette 
dernière espèce, rien ne garantit qu'il n'en arrivera 
point. L'hypothèse qui explique complètement un grand 
nombre de faits n'est donc encore que probable » et le 
calcul apprécie le degré de confiance qu'elle mérite : 
mais tant que les faits ne seront pas tous observés , 
tous mesurés avec la plus grande précision , aucune 
hjrpothèse ne se changera en véritable théorie ; les plus 
heureuses ne seront que des méthodes artificielles , pour 
lier par une seule formule , ou comprendre dans une 
seule expression , la dépendance d'un nombre de faits 
plus ou moins grand. 

106. Tels étaient les principes d'après lesquels Con- 
dorcet, plaçant la certitude absolue seulement dans 
la conscience d'une sensation actuelle, et dans la 
perception Instantanée et avec pleine évidence de la 
convenance ou de la dîsconvenance de deux idées, 
donnait pour fondement au reste de nos connaissances 
notre tendance générale à croire au retour des faits que 
nous avons observés plusieurs fois sur nous-mêmes ou sur 
les autres objets (1 et a), et faisait deux classes de 
probabilités, la première comprenant celles dont la 
différence avec l'unité est inassignable , mais tellement 
petite, qu'il serait superflu de la calculer, et aux* 
quelles nous acquiesçons par une habitude dont nous ne 
nous rendons pas compte, comme nous le faisons , ou du 
moins comme nous devrions toujours le faire pour les 
probabilités de la seconde classe (^). Ainsi s'établit une 



(*) A la tête des probabîlitëâ de la première classe se troùye celle 
qui fonde notre croyance à Pexistence des corps , ou notre «c per^ 
9 siia^ion que le système des sensations qui sont excitées en nous 
)» dans un instant , se reprcsentcra constamment de même dant» 
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gradation non interroihpuey depnis les propoeitiona qui 
n'admettent aucun doute ^ jusqu'aux, plus incertames. 
Cette manière d'enyisager nos connabsances donne une 
base solide an scepticisme « qui » dans les écoles 
i> grecques, avait dégénéré en un ridicule charlata*- 
i> nisme; mais qui, chez les modernes, dégagé de ces 
1» subtililéà pédantesques , est devenu la véritable phi- 
9» losophie, et qui consiste, non à douter de tout , mais 
9» à peser toutes les preuves , en les soumettant à une 
1» rigoureuse' analyse ; non à prouver que Thomme ne 
n peut rien connaître , mais à bien distinguer et à 
y» choisir pour objet de sa curiosité ce qu'il est possible 
» de savoir (*) . n 

107. La théorie mathématique concourant avec les 
simples aperçus du bon sens et avec les résultats de 
1 expérience , à prouver que les lois de la nature peuvent 
se reconnaître , au moins à la longue , dans la succes- 
sion des faits qui en sont les conséquences nécessaires , 
il s'ensuit que dans les que&tions dont les élémens sont 
trop compliqués pour en épuiser les combinaisons , en 
parcourir tout l'enchaînement, il faut interroger la na- 
ture , compter et comparer lea faits , enfin juger à 
posteriori de ce qu'il est impossible de préverîr. Telle 
est la base et le motif de l'application du calcul des 
probabilités aux sciences physiques , morales et poli- 
tiques. 

Cette application conduira toujours à des résultats 



» des circonstances semblables , ou avec de certaines différences 
» liées constamment au changement des circonstances. » ( Essai 
sur l'application de l'Analyse a la Probabilité ^ etc. , Discours 
préliminaire, page zij.) 

(*) Éloge de Franklin j OEuvres de Condorcet, tome IV, 
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Utiles 9 on maintiendra dans ce doute salutaire , qpL 
prévient les erreurs dangereuses , lorsqu'on la fera 
avee circonspection , c'est-à-dire en distinguant avec 
soin les faits, d'après les- diverses circonstances qu'ils 
présentent, afin d'éviter de rapporter à toutes ce qui 
X)6 convient qu'à quelques-unes , de confondre les points 
de vue qui doivent être séparés , et de rendre géné- 
rales des conclusions qui ne sont vraies qu'entre cer- 
taines limites. Ce sont là les reproches que Ton peut 
faire quelquefois avec raison à des calculs très sa- 
vans, mais dans les résultats desquels on ne trouve pas 
une grande évidence , ni une utilité bien prochaine. 
Mais que Ton y prenne gar^e; c'est parce que, faute 
de données , on a été obligé de les. appuyer sur des 
suppositions souvent très détournées , que leur marche 
est devenue si compliquée , et leur résultat si incer- 
tain. Un nombre suffisant d'observa|pns dégagées de 
toutes les circonstances étrangères aux conséquences 
qu'on cherche, offrira toujours un moyen aussi simple 
que sûr de découvrir ces conséquences , ou d'en me- 
surer l'étendue et la valeur, et par conséquent d'appré- 
cier les combinaisons qui les ont amenées. 

De simples registres , fidèlement tenus , suffiraient 
pour reconnaître lefTet d'un impôt , par les variations 
qu'il produit dans les salaires et les consommations ,; 
celui des règlemens commerciaux , par le mouvement 
des importations , des exportations , le progrès des ma- 
nufactures , la culture des terres. 

On peut juger aussi d'un système d'instruction , par le 
recensement des sujets qu'il aura produits après un 
certain nombre d'années ; d*un système de législation 
civile, par le nombre de procès qn il ^ura engendrés ou 
prévenus; d'une législation criminelle, par le nombre 
des coupables condamnés ou abbors et repris. Mai^ 
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pour qu'on puisse tirer '^parti de ces observations , il 
faut que l'épreuve du système soit continuée ^ que 
les résultats en soient recueillis avec impartialité ^ pour 
être comptés avec exactitude. Je dis comptés; car 
lorsqu'on n*en vient pas là , on tombe presque toujours 
dans des déclamations vagues. Il n'y a pas de mesure 
de gouvernement qui ne lèse un assez grand nombre 
d'intérêts particuliers; et si les hommes qu^elle attaque 
ont du crédit , savent parler ou faire parler pour eux , 
la mesure la plus utile à la masse générale de la na* 
tion ne peut pas subsister ; quelques inconvéniens rele-^ 
vés avec force ou avec adresse la font révoquer ^ tandis 
qu'une énumération exacte de ses effets aurait renda 
incontestable la supériorité de ses avantages sur ses in- 
convéniens. En s'écartanf de ce procédé, on a pu 
même l'attaquer de bonne foi. 

Pour donner 'En exemple de ces jugemens vagues 
qu'on porte par de simples aperçus, sur des objets 
susceptibles d'une évaluation précise , je rapporterai le 
beau résultat obtenu par M. Duvillard , dans son ^na- 
iyse de tinfluence de la petite vérole sur la mortalité , 
(p. lo). Il a démontré, d'après les Tables de mortalité, à 
Genève , à La Haye et h Berlin , que passé Page dé 
5o anSf la petite vérole est d'autant moins dangereuse 
pour ceux qui ne Font pas encore eue, qu'ils sont dans 
un âge plus ai/ancé. L'opinion commune est contraire 
à ce résultat, et il est aisé de sentir comment elle a pu 
s'établir avant qu'on ait fait l'observation exacte du 
nombre des morts causées par la petite vérole con- 
tractée à différens âges. On a été d'autant glus frappé 
de ces morts , qu'elles sont arrivées plus loin de l'épo- 
que ordinaire de.la maladie. L'importance, pour la so- 
ciété, des personnes qu'elle lui enlevait, et un danger 
qu'on était porté à regarder comme particulier à la 
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jeunesse , ont beaucoup agi sur l'imagination dea speo 
tateurs ; alors des impressions purement morales sont 
venues se mêler à un jugement où ne devait entrer que 
le calcul* Ce qui est arrivé ici a encore bien plus de 
force dans toutes les circonstances où les intérêts et les 
passions sont violemment agités : aussi n'est-ce encore 
que dans ce qui regarde la mortalité des individus , et leur 
multiplication » qu'on a recueilli les faits avec quelque 
suite; c*est donc dans ces faits qu*un grand nombre àe$ 
auteurs qui ont écrit sur l'économie politique , a cher^ 
ché la mesure pour évaluer le mérite des systèmes 
divers d'administration et de gouvernement : et par 
cette raison > je donnerai^ avec quelque détail » la ma^ 
nière d'y appliquer le calcul des probabilités. 

Détermination des prohabilités de la vie humaine. 

m 

108. La formation des Tables de mortalité serait très 
simple , si l'on pouvait trouver sur les registres des dé- 
cès, ceux d'un grand nombre d'individus choisis sur 
les re^stres des naissantes , et par ce moyen , déter- 
mineiLCombien il en reste à la iin de chaque année {*). 
Malheureusement un tel procédé, le seul rigoureuse- 
ment exact , est rarement praticable ; car les résul-* 
tats de ce genre ne pouvant mériter quelque con- 
fiance , qu'autant qu'ils sont déduits d un grand nombre 
de faits , si l'on s'attache à un lieu d'une faible po- 
pulation, il faudra dépouiller les registres d'une lon- 
gue suite d'années, pour suppléer à la quantité de 
naissances simultanées que peut fournir une ville con- 



{*) Théorie analytique des inhabilités y pag. 368. 
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sidérable; mats dans Fiin et Tautre cas, qni est-ce 
qui oserait entreprendre de sniyre cbaqne individu à 
travers les cfaangemens de domicile, les migrations, 
l'imperfection même des registres, et la foule des noms 
répétés» qui seule pourrait occasionner très souvent 
beaucoup de confusion ? Et puis , comme on le verra 
bientôt, et comme il est facile de le prévoir, le temps 
înSue sur les probabilités de la vie humaine , soit par 
les cfaangemens politiques , soit parle perfectionnement 
qu'apporte dans le régime et la police civile le prc« 
grès des lumières : les Tables formées strr des observa- 
tions qui embrassent un trop grand intervalle de temps 
ne sauraient donc convenir ni à l'époque où remontent 
les premières, ni à l'époque présente. Voilà bien des 
difficultés qui rendent la méthode indiquée ci-dessus à 
peu près impossible^à suivre, excepté dans quelques cas 
particuliers dont il sera fait mention plus loin ; et 
aussi est-ce d'une toute autre manière que la chose s*est 
faîte. 

La plus ancienne Table de mortalité que l'on con- 
naisse est celle que Halley a déduite des registres de 
^la ville de Breslaw en Silésie, et qu'il a publiée dans 
les Transactions philosophiques , en 1693. Il fit choix 
cle cette ville , parce que le nombre des naissances et 
celui des morts y différant très peu-, il pensait que la 
population s*y maintenait à peu près dans un état 
stationnaire y et qu*en conséquence les pertes qu'elle 
faisait en individus dans les divers âges^ étaient sensi- 
blement proportionnelles à la mortalité , pour chacun 
de ces âges , ce qui faisait qu'on pouvait regarder les 
individus décédés chaque année , comme s'ils fussent 
tous nés la même angée , et leurs âges respectifs comme 
indiquant la manière dont 4'éteindrait successivement un 
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pareil nombre d'individus ayant commencé leur vie A^ 
miiltaoément. Halley réunit donc le nombre des morts 
arrivées depuis 1687 jusqu'en iGgti à Breslaw^ distribua 
ce nombre suivant les âges ; alors retranchant du pre- 
mier nombre celui des enfans morts à 1 an , le reste in- 
diqua le nombre des survivans , desquels il retrancha 
ensuite^e nombre des enfans morts à 2 ans , pour ob- 
tenir celui des survivans , et ainsi de suite ; et aEn de 
faciliter les calculs, il réduisit ces divers nombres pro- 
portionnellement à 1000 j par lequel il représenta 
celui des enfans de 1 an. 

La commodité de ce procédé supplée bien à ce 
qui lui manque du côté de Texactitude, parce qu*on 
en peut répéter fréquemment l-applîcation , et » com- 
pensant par la variété -des lieux et des époques , les 
erreurs auxquels il est sujet , arriver à des valeurs 
moyennes suffisamment approchées pour présenter des 
résultats intéressans. Smart en a fait usage pour la ville 
de Londres ; Dupré de Saint-Maur pour celle de Paris > 
et il a été appliqué à presque toutes les capitales et à 
beaucoup d'autres lieux. Mais dans plusieurs Tables , 
dans celle de Dupré de Saint-Maur, par exemple, il 
s'est glissé d'assez grandes inexactitudes, parce que 
Fâge est très souvent fautif dans les actes de décès ; les 
personnes qui l'indiquent, ou le savent mal, ou ne 
donnent que le nombre rond le plus approchant ; aussi 
on trouve souvent 60 ans où il aurait fallu 69 ou 58 , 
et de là résultent dans le premier de ces âges plus 
de décès en apparence qu'il n'y en a en réellement. 
Cette inexactitude est aisée à remarquer, par la 
marche trop inégalé des nombres, qui doivent ^ 
succéder dans la Table ; et il faut tâcher de les 
corriger de la manière la plus vraisemblable , en 
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régularisant les différences ; c'est ce qu'a fait Saint* 
Cjran^ pour les Tables de Dupré de Saint-Manr (^. 

Le concours de circonstances .nécessaire pour pouvoir 
suivre les individus un à un , n*a jusqu'à présent eu lieu 
que par rapport à quelques classes dont l'ordre de mor^ 
talité est très différent de celui de Tuniversalité des 
hommes : telle était la classe des rentiers viagers de 
Hollande , dont Kerseboom a dressé la Table de mor- 
talité > celle des rentiers viagers de France ^ connus sons 
la dénomination de tontiniers^ et celle des religieux 
de l'ordre des Bénédictins y dont les Tables sont l'ou- 
vrage de DeparcieuXy etc. L'intérêt du gouvernement ^ 
l'ordre établi dans une congrégation d'hommes stu- 
dieux, donnaient aux registres de ces classes une 
exactitude et une clarté qui en facilitaient beaucoup le 
dépouillement ; mais • aussi les résultats devaient être 
fort éloignés de ceux de la vie ordinaire. Ce n'est que 
sur des enfans paraissant bien constitués , et en général 
sur des adultes bien portans , que l'on place en rente 
viagère. Ceux qui jouissent d*un pareil revenu tiennent 
pour la plupart une conduite uniforme et modérée, qui 
doit prolonger leur existence ; beaucoup sont céliba- 
taires; les religieux l'étaient tous, et n'entraient dans 
leur profession qu'aprèà être échappés aux dangers de 
l'enfance et de l'adolescence. Des Tables calculées 
sur de pareils individuà ne sauraient donc servir que 
pour ceux qui sont placés dans les mêmes circon- 
stances ; c'est ce qu'on verra lorsque j'exposerai la 
théorie des rentes viagères. Les questions dont je vais 
d'abord m'occuper sont seulement relatives à la via 
considérée en elle-même , et à la population , en sup- 



{*) Voyez ses Recherches sur les Rentes viagères, 2^ ptrt.,p. a3. 



poeant que les éyènemens foturs se succèdent comme 
les évènemens passés, ce qui est permis , puisqu'on 
regarde le nombre de ceux-ci comme très grand pat 
rapport à celui des autres. 

log. La plus simple de ces questions est la recherche 
des probabilités de la prolongation de la yîe à chaque 
âge. Par exemple , la probabilité de vivre encore lo ans; 
lorsqu'on est parvenu à l'âge de 4o > s'obtient en di- 
visant pav le nombre des personnes de cet âgd'^ lo 
nombre des personnes de So» La Table de la Loi de la , 
mortaiUéen France^ insérée dans V Annuaire du Bureau 
des Longitudes , donnant pour Tun de. ces nombrec 
6&9 4^4 9 et pour Vautre Û97 070 , il en résulte 

^|Z =:30>8o5 environ} la Table dressée sur les registres 
•de Londres y par Price, donne =--î= 0^696 ; celle de 

2S0 

Vienne , par Sussmilch ^ — g =0,738 ^ celle de Ber- 
lin^ p^ le même, =-^=0^747 ; enGui celle descam- 

43i 
pagnes, en Suisse , par Muret, 3-g = o,85a , proba- 
bilité plus forte que les précédentesl 

110. On cherche encore quelle est la dorée de la 
'Vie probable , à un âge donné ; on entend par cette 
durée le nombre d'années après lequel la probabilité 
d'exister et celle de ne pas exister sont lès mêmes , et 
par conséquent égales à ^. Il est évident que cela a lieu 
lorsque le nombre des personnes de l'âge dont on part 
est réduit à la moitié de ce qu'il était. Si l'on cherche 
ce terme, à compter de la naissance, on trouvera par 
les Tables de Dupré de Saint-Maur, qu'à Paris il 
tombe entre 8 et 9 ans ; à Londres , un peu avant 3 
a^ édition. i3 
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alla ; à Viemie^ un peu ayant s ; un peu après , à Bei^ 
lin; mais que ce terme est bien plus éloigné dans les 
campagnes. X^a Table de VAnnuake^ moyenne podr 
toute la France^ le place entre âo et ai ans; celle 
d* Angleterre ^ entre 527 et a8; celle de Brandebourg , 
entre â5 et a6; celle de Suisse > à 4i ^uis. Cette prod^* 
gîeuse différence entre les campagnes et la ville , ne 
saurait être attribuée qu'aux suites de l'extrême misère» 
à la malpropreté , au resserrement des demeures et à 
l'insalubrité qui en est la conséquence^ dans les capi- 
tales. A Montpellier» ville dont la population est d'en-» 
viron Zfiooçy individus , et dont on regarde le séjour 
comme très sain , le terme dont il s'agit n'est cependant 
placé que vers 6 ans. 

L'âge de 40 ans étant assez ordinairement celui oà 
l'état d'un homme est fait^ où il commence à jouir 
du fruit de ses premiers travaux , on peut être curieux 
de connaître la vie probable qui s'y rapporte. Les Ta<<* 
blés citées précédemment donnent» à Paris » plus de 
ai atfs; en France» terme moyen» a3; à Loùdres, 
18; à Vienne» plus de 19; à Berlin» de même; en 
Suisse » près de a5. 

La plupart de ces Tables ne s'étendent guère au-delà 
de 90 ans» que l'on doit regarder comme l'extrême 
vieillesse , puisc^u'il est très rare , non-seulement de 
passer cet âge, mais de l'atteindre. Le rapport du 
nombre d'individus de cet âge » à celui des naissances » 
sera la mesure de la longévité^ dans le lieu pour le- 
quel la Table a été construite. La Table de V Annuaire 

donne pour la France = o,oo38 ; cielle de Lon- 

-3 3 

ares» -r=-^= 0,0020; celle de Vienne, — r^=:o,ooao; 
1310 1495 

celle de Berlin , — — = 0,004a ; et celle de Suisse » 

1427 
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O|0o5o ; cette dernière probabilité , plus forte que lea 
autres , est encore surpassée par celle qu*ofiré la Table 
calculée par Gorsuch , sur les registres de quelques pa« 
roisses de campagne^ en Angleterre^ et qui^estde 010070» 
On ne doit pas encore trop compter sur ces ré- 
sultats y parce que le nombre des observations qui se 
rapportent aux derniers âges est très petit. Les Tables 
de Kerseboom , dressées sur les décès des rentiers via- 
gers de Hollande , et celles que Deparcieu^ à déduites 
des registres des tontines de France, quoique se rap- 
portant à des classés d'individus choidis , ne s'étendent 
pas jusqu'à 100 ans ; la première donne, pour l'âge de 

go ans, -7-^ = O1O071 ; la seconde , 0,01 10 pour par- 

li|00 

venir, de l'âge de 3 ans , à celui de go. 

Price dit que la probabilité de parvenir à 60 ans est 

•^ dans le pays de Yaud , ^E. ^^ Brandebourg , — à 

Breslaw, =- à Berlin , j- à Londres, -- à Vienne (*)% 

.111. Dans les Tables dont je viens de faire usage, 
les sexes sont confondus ; cependant l'ordre de morta>- 
lité n'est pas le même pour tous deux; il varie encore, 
suivant les professions et d'autres circonstances dont on 
constaterait TefFet en séparant les décès en classes rela- 
tives à chacune de ces circonstances. C'est ce qae l'on 
a commencé de faire , depuis qu on a reconnu Futilité 
de ce genre d'observations ; mais les données manquent 
très souvent sur les actes de décès ; et quand on les y 
trouve , le travail du classement devient trop considé- 
rable , lors qu'il faut le recommencer sous divers points 
de vue. On l'abrégerait beaucoup , si Ton faisait les 



« 



(*) Tom. I«>f 4e» Mémoires présentés à l'Institut, y etc., p. 75. 

i3.. 
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velevéd dans la forme ingénieuse imaginée par Condor* 
cet, pour enregistrer des faits ou désigner des objets 
par une combinaison de caractères qui en indiquent les 
principales propriétés (*). 

Quand on ne veut que saisir .la marche des résultats, 
il est commode de substituer aux Tables des figures où 
les nombres soient représentés par des lignes ou dès es- 
paces j ces signes naturels de la grandeur , la rendant 
sensible i Tœil^ en peignent immédiatement les yaria- 
tioos. Telle eist la propriété des courbes de mortalité. 
C'est ainsi qu'on nomme, celles qui se construisent en 
élevant sur une ligne.divisée en autant de parties égales 
qu'il y a d'années dans la plus longue vie, des per- 
pendiculaires proportionnelles aux nombres d'individus 
exîctans à chaque âge. La i^ figure oiFre ainsi la com- 
paraison de trois Tables de mortalité , et la figure a , 
donnée par M. Duvillard, dans ses Recherêhes sur les 
emprunts , fait voir la différence que celle des sexes 
apporte dans la mortalité observée à Genève. 

112. Conune toute courbe continue peut être re- 
présentée par une équation, quelques géomètres ont 
cherché à obtenir ^elle des courbes de mortalité, en 
liant, par une formule algébrique, tous les nombres 
insérés dans une Table de mortalité. Lambert a trouvé 
que l'équation 

y = ioooo(fc?Y-- 6176 {e^ ï^iësi _g~ 543^ 



O Voyez ses Élémens du Calcul des Probabilités, pag. 3i. Si 
celte forihe, dans rezplication de laquelle il n'a peut être pas mis 
assez de clartë, eût été bien saisie et appliquée par quelque natura- 
liste , je ne doute pas qu'elle n'eût ctë bientôt adoptée, et qu'il n'en 
fût résulté beaucoup d'avanCages , sans compter celui de l'cxtrdme 
brièveté. C'est une espèce de Dictionnaire où l'on peut trouver les 
mots par xtn avez grand nombre de clefs. 
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représentait très bien la Table construite sur les regis- 
tres de Londres; et^ par analogie^ M. Duyillard a 
proposé d'employer en général Féquation 

dans laquelle y désigne le nombre des individus de 
l'âge de X, iV le nombre total des naissances , t l'âge le 
plus avancé de la Table, e la base des logarithmes né- 
périens ^m^ketn des constantes qu'on détermine pour 
chaque Table en particulier (*). 

C'est dans les premières années que ùl marche des 
Tablés paraît plus irrégulière ; mais bien rôt le nombre 
annuel des morts devient constant , pendant un inter-;- 
valle de temps plus ou moin^ considérable. La Table 
de Breslaw , par exemple ^ donne 6 décès par an ^ de- 
puis la ans jusqu'à 2a, 7 de sa à 129 ^ etc. ^ et po'^rrait 
ainsi se partager en progressions par différence. Moivre 
a trouvé que , sans trop s'écarter de Ja vérité , or? pou- 
vait n'établir qu'une seule progression depuis Tâge de 
aa ans jusqu'à cçlui de 86, auquel il a placé le dernier 
terme de la vie , regardant les âges plus avancés comme 
des cas trop rares , pour qu'il soit nécessaire d'en tenir 
compte. Cette progression , ayant pour différence l'u- 

(*) Voyez les Beytrage etc., de Lambert , t. III , pag. 483 , et les 
Recherches sur les emprunts, par M. Duvillard, page 8, note ; 
mais je dois faire observer que dans la première des expressions dejr 
rapportées ci-dessus , on y lit 



e 



3i,68a ,. , i3,68a 

au lieu de e ' . 



Cette faute a éié reconnue par Lambert , dans une lettre que 
les PP. Roberto Gacta et Gregorio Fontana, ont insërdc h la page lyj 
du Discours préliminaire de Touvrage qn^ils ont publie en 17,7^1 <ons 
le titre de La Dottrina degli aztardi , etc. 
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nité » et se réduisant à zéro à 86 ans ^ donne pour les 
âges précédens un nombre d*indiyidas égal à Texcès de 
86 ans sur chacun de ces âges » excès que Moivre ap- 
pelle complément de vie. A l'âge de 5o ans , par exem- 
ple, le nombre des yîyans est 36, la probabilité de 

vivre 1 an , =g , et celle d'en vivre lo^ s^. De c^e loi 

résulte la formule très simple ^ as 86 — op (^). 

11 3. Après avoir considéré les questions qui se ré^ 
solvent presqu'à vue, au moyen des Tables de mortaf- 
•lité, je passe à celles qui demandent plus de calcul. La 
première dont je m'occuperai est la recherche de la vie 
moyenne» L*idée paraît en être venue d'abord à Ni- 
colas Bempulli, en appliquant à la durée de la vie, la 
formule, de Fespérance mathématique, admise pour 
l'évaluation pécuniaire des hasards (65 et 70) (^*)» 
Puisque chaque individu pris en particulier peut se flatter 
de parvenir à l'âge le plus avancé , l'espérance qu'il a 
sur toutes les années qui doivent s'écouler jusqu'à cet 
£ge, se mesurera en multipliant leur nombre par la 
probabilité d'y arriver. 

Je prendrai un exemple dans la Table dressée par 
Deparcieux. On y trouve qu'aux âges 

87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 
années , il reste 

29, 22, 16, 11, 7, 4, 2, 1,0, 

individus; et à cause que les décès ont lieu à diverses 
époques de Tannée , on prend le milieu de l'année 
pour leur époque commune. Dans cette hypothèse , 
la différence 7 entré les nombres d'individus existans 

(*) Voyez le Treatise of annuilies, qui suit la Doctrine of 
chances, 
f,**) Actorum eruditorum supplementa, t. W, pag. iSg. 
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à 87 et à 88 açs , indiquant ceux qui sont motts dans 
cette année , ne leur assigne que 6 mois ou une | année 
de yie ; et en continuant sur ce pied , on trouvera 
qu'aux durées 

1 3 S 7 9 11 i3 iS 
â' â' fl' Z' £' T'T'T' 

années^ répondait 

7, 6, 5, 4, 5, a, 1, i, 

■ 

individus. Cela posé^ l'un quelconque des fig individus 
de l'âge de 87 ans pouvant se trouver dans Fun quel- 
conque des groupes ci-dessus , aura pour atteindre les 
durées correspondantes^ les probabilités 

7 65 43 â 1.1 

^ * M^"» ^im^ I . 1 ^Ba« ^B^B 0t^a» «MHB • 

39* 29^* ag* ag' 39' ag* ag' ag' 

multipliant donc ces fractions par les durées oonpesppn- 

i55 
dantes , et ajoutant les produits, on aura *- — =a ans 

%f 
8 mois, pour l'espérance de vie ^ à l'âge de 87 ans. 

La partie de l'opération ci**dessus , dans laquelle on 

multiplie d'abord les nombres 7 » 6, etc.^ par les frac- 

1 3 

tions correspondantes - , - , etc. , et on ajoute les pro- 

duits , revient évidemment à calculer la durée collec- 
tive de l'existence des individus de chaque groupe ; 

i55 
et en divisant le résultat par le nombre ag des 

individus , on répartit également cette durée à chacun. 
Si Ton substitue aiix nombres 7,6» etc. , les ex- 
pressions équivalentes ag— as, 3a-*-i6, etc., et qu'oa 
ne fasse qu indiquer les multiplications > par les du- 

1 3 

ré^ ~, -, etc., la somme des produjjs sera repré- 
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sentée par 

i S 5 

-(29— aa) + -(2a— i6)4--(i6 — 11) 

ce qai se réduit aisément à 

i.a9 + aa+i6 + ii+7 + 4 + 3+a + i, 

et il ne reste plus qu'à diviser par 29 la somme de» 
termes ^ à partir de as , nombre d'individus correspon- 
dant à 88 ans, puis ajouter \ au quotient. 

Cette règle, indiquée par Deparcîeux, est générale, 
ei^ sorte que si a, a\ a", a"', a'"', désignent les nombre» 
d'individus vivans à des âges consécutifs (a'"' étant le 
dernier de la Table) , V la vie moyenne , à partir de 
l'âge correspondant au premier nombre a , et ^ , à 
partir de l'âge a\'on aura 

a a 'a a' '. 

tirant de la seconde expression la valeur de a"'^(^'^c("'^ 
pour la substituer dans la première , il viendra 



a a\ 2/ 



formule qui , faisant trouver aisément V par V\ se- 
rait commode pour calculer les vies moyennes cor- 
respondantes aux divers, âges, en commençant par 1q 
plus avancé (*). 

-*"^ 

(^) La formule ci-dessas est tirée de là Théorie analytique des 
Probabilités y p. 4xi< 
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11 4» C'est par la durée de la vie moyenne que Ton 
compare , sous le rapport de la vitalité , les âges , les 
lieux et les époques. En France y suivant la Table de 
V Annuaire, on trouve pour cette durée*, à partir de la 
naissance , â8 ans g mois ; à Londres , 17 ans 1 1 mois ^ 
à Vienne, i5 ans 9 mois; à Berlin, 17 ans 1 mois*, et 
en Suisse , 37 ans 1 mois. 

Les sexes offrent aussi à. cet égard une différence 
assez considérable. M. Mourgue a trouvé, d'après 221 ans 
d'observations, qu'à Montpellier, la vie mjoyenne à 
partir de la naissance , était de 26 ans 3 mois et 
so jours, en prenant collectivement les deux sexes ; 
mais qu'en les distinguant , celle des hommes était de 
â4 ans 3 mois et iB jours, et celle des femmes, de 
a8 ans 3 mois et fl8 jours (*), 

Ce n'est qu'après avoir passé les dangers de la pre- 
mière enfance , qu'on arrive à la plus longue espérance 
de vie. L'âge auquel correspond cette espérance , ou à 
partir duquel la vie moyenne a la plus grande durée , 
varie suivant les lieux ^ et indique ainsi l'époque de la 
vie que le pays, ou les autres circonstances caractéris- 
tiques de la Tablé, favorisent le plus. En France, la 
Table de Y Annuaire donne , pour ce maximum , 
43 ans 5 mois , et le place à 5 ans ; celui de la vie 
probable y e^t de 45 ans 8 mois , et se trouve 1 an 
plus tôt. 

Les observations sur la mortalité ne remontent pas 



(*) Mémoires présentés à la première Classe de l'Institut, par 
des S ai^ans étrangers, t. Jer^ pag.^i— ,72. 

Pour se procurer un grand nombre de tables de mortalité, ii faut 
compulser les ouvrages concernant les rentes viagères, les assurances 
•urla vie, etc., et particulièrement . J7ie Doctrine of life anniùr 
lies ànd assurances ,hj¥tfakii:v& Baily, Traite qui oçt maintenant à 
la V édition. 
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assez haut pour qu'on puisse comparer les ten^ un 
peu anciens avec le temps présent. Il paraît cependant 
probable que les progrès des arts et des sciences , en 
multipliant les commodités de la vie , en ont augmenté 
la durée moyenne; et la ville de Genève offre déjà 
quelques faits qui le prouvent. Au seizième siècle , la 
vie moyenne n*y était que de 18 ans ^; au dix-septième 
siècle ; elle s*était élevée à a3^ ; au dix-huitième siècle, 
elle s'est accrue jusquà 3a ans ^. Il en est de même 
pour la vie probable (no) : elle était seulement de 
4 ans J au seizième siècle ; de 1 1 1 au dix-septième , et 
surpassait Qj ans au dix-^huitième siècle (^. 

1 15. La Table de mortalité sert encore à déterminer 

—^i— — — — — — Il II I IIIMI I— — — — — 1— ■— ^— 

{*) Voyez dans la Bibliothèque britannique^ t. IV, pag. SaSy un 
Mémoire de M. Hodicr. Ces faits sont rapports aussi par M. Mal- 
tbus, dans son Essai sur le principe de la population, t. Uy pag. 3i 
de la traduction française. 

Ils sont les seuls résultant d'observations connues ; nuds le XK- 
geste , liv. XXXY, tit. II, § 68, ad legem falcidiam , nous ofire un 
commentaire, dans lequel, pourévalaer le prix de la jouissance des 
pensions (alimens) qu'un testateur assigne à des légataires pen- 
dant la durée de leur vie^ Ulpien indique les nombres ci-dessous : 

j4ges. o, ao, a5, 3o, 35, 40» 4i« 4^» 43« 44» 4^» 

P^ie future. 3o, a8, a5, aa, ao, 19, 18, 17, x6, i5, 

yfges. 4^y 4^7 47> 4^9 49» ^^> ^^> ^ ^' an<^elà. 

f^ie future. 14, i3, la, 11, 10, 9, 7, 5. 

Il laisse ignorer d'ailleurs sur quoi sont fondées ces détermina. 
lions , qui ne paraissent pas très régulières. 

Cet exemple n'est pas le seul qu'on ait de l'utilité des résultats des 
probabilités dans la science du droit. La fixation du temps après le- 
quel on doit présumer légalement la mort d'un absent qui a cesse de 
don 11 Cl' de ses nouvelles , a été l'objet d'une tbèse de Nicolas Ber- 
nouHi; insérée dans les Actorunt eruditorum supplementa , t. IV, 
p. i5{;. ^oyez aussi l'article absent dans le Z>{ca'oiinaire<ie ma* 
thùfiatiques de l'Encyclopédie méthodique. 
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la manière dont la popidaticifn se compose par rapport 
aux âges. En supposant toujours que Tétat de cette po« 
pnlation soit stationnaire ^ c'est-à-dire que le nombre 
des naissances annuelles soit à très peu près égal à 
celui des décès , et constant, il suiEt , pour trouver le 
nombre des individus existans dans un âge donné , 
de calculer par la Table de mortalité , combien , sur le 
nombre des individus qui naissent annuellement, il 
en doit rester à cet âge : ce sera le nombre de*- 
mandé. 

Si Ton prend le nombre de naissances marqué dans 
la Table , pour celui des naissances annuelles , et 
qu'on ajoute tous les nombres de cette Table, on aura 
le montant de la population correspondante aux nais- 
sances et à Tordre de mortalité qu'elle représente. Puis, 
si l'on retranche successivement de cette somme le 
nombre des naissances,, celui des individus de i an , 
de a ans, etc. , le reste exprimera le nombre des indî-> 
yidus compris depuis i an, a ans, etc., jusqu'au terme 
de l'existence. C'est ainsi qu'a été formée la Table in- 
sérée dans Yjénnuaire , sous le titre de Loi de la 
population en France, Pour plus d'exactitude , d'a- 
près l'observation faite dans le n° précédent, on prend, 
au lieu des nombres marqués pour chaque année , 
le milieu entre deux années consécutives , aEn de 
rapporter les décès à la demi-année , qui en est l'é- 
poque moyenne. 

Ce partage de la population , suivant les âges , est 
peut-être le résultat le plus important à considérer , 
dans l'estimation de la prospérité d'un état, si, comme 
M. Malthus paraît l'avoir prouvé, le nombre des 
naissances augmentant beaucoup dès qu'il s'est fait un 
vide dans la population, même à la suit^de fléaux 
destructeurs, n'est pas propre à faire jugCT des pro- 
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grès de cette population et de sa force réelle. En effet, 
cette dernière tient au nombre d*individus dans la vi- 
gueur de Tâge, et dont toutes les facultés sont déve- 
loppées autant que le permet l'état de la civilisation , 
secondé par une bonne distribution des moyens d'exi- 
stence. Une nation parvenue à cet état doit l'emporter 
sur celle où il naîtrait plus d'enfans , dont la perte , 
très multipliée*, se réparerait aussi très aisément, mais 
qui , par cette destruction prématurée , fournirait en 
proportion moins de sujets pour l'âge adulte. Un acr 
croissement dans cette partie de la population n'est 
qu'une surcharge pour l'état. 

116. Les divers problèmes , dont la solution est ia- 
diquée dans les n^" précédens, en supposant que la 
population soit stationnaire , ont été traités par Ëuler, 
en ayant égard aux changemens qu'elle pourrait re- 
cevoir, par la différence entre le nombredes naissances 
et celui des décès (*)\ je vais montrer comment *on 
parvient à quelques-unes de ces formules, tant pour 
confirmer les principes posés dans les n^' 108 et 1 15, qile 
pour donner une idée de ce genre de recherches. 

Soit P la population à une époque donnée ^ iV le 
nombre des naissances, iKf celui des morts, P'^ N\ 3f, 
P" y etc, , les nombres analogues pour les années sui- 

P P . 

vantes, et faisons — ,= 71 , ^^^5.= m; il viendra 

N M 

nN 
Pz=znN'=' mM , d'où M = — », 

m 

~^^ ^ "■ — r 

{*) Mémoires de l'Académie de Berlin, anndie 1760, p. i44* 
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Si Ton suppose cônstans les rapports i» et m» on Aura de 
même 

'•=''0+^")=''('+=S^)"-"- 

et la population sera croissante ou décroissante , selon 
que m ^ n ou TU ^ n. 

• Sî , pour abréger, on fait i -j . = 7 , et que 

dans les équations ' 

P'rzrniV', P' = nN% etc., 

on mette pour P', P*, etc.,' leurs valeurs Pq , Pq^, etc. , 
puis pour P sa valeur nN, toutes les équations formées 
ainsi seront divisibles par n et donneront 

• 

]Sr=iNq, N" = ]Sq\ etc.; 
on obtiendrait de même 

3f = Mq', . M'' = Mq^y etc. 

« 

Ces formules font voir que , dans Thypothèse établie» 
la population , le nombre annuel des naissances et 
celui des* décès, suivent tous des progressions par 
quotient, dont la raison est la même. Il suffit donc de 
connaître par l'observation deux termes consécutifs de 
Fnne dç ces progressions , pour en déterminer la rai- 
son ; et rien ne sera plus aisé ensuite- que de trouver 
dans combien d'années la population s'est accrue dans 

* un rapport donné. 

Soit s ce rapport, et r le nombre d'années écoulées 
depuis l'époque de P; on aura Téquation 

Pq ^=isP, ou 9'' = j; 
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tlons de même forme, desquelles on tirera «uocei- 
sivement 

ilf„ 

M^q" Mo+M,q+M,q* 

vg = v.---^=i JV-^' 

■M3(f ■ M^'^M.q-^M^ q^+M zq^ . 
n= V,- -jy- = 1 -^ : . 

Lorsque ç = i , on a ilf = W, et les expressions ci- 
dessus se réduisent à 

iNV. = 3f — i»/o, 

Nv^ — M—M^ — Mr, 

etc. ; 

c'est-à-dire que la Table de mortalité se déduit du 
nombre de décès partagé suivant les âges , ainsi qu'on 
Ta indiqué dans le n"* 108. 

118. Quand la loi de la mortalité est connue > 
celle de la population se détermine de àême , en re- 
montant aux naissances antérieures à Tépoque de P , 
et réduisant chacun de ces nombres suivant les années 
écoulées. Si l'on prend 100 pou^ le terme de la vie^ on 
aura pour les âges 

I, a, 3, 100, 

les nombres d'individus 

N N N N 
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et par conséqnent 

J^ = ^ + - i' . + -, v + ^ V, oo ; 

d'où 



Longue la population est stationuaire^ q étaxtt i ^ on 
a , comme dand le n® 1 15^ 

■ 

En substituant aux quantités i , v, , v» , V3 , etc. , la 
moyenne prise entre les deux qui se suivent immédia- 
tement, savoir, 

1,1 1,1 1 ,1 1 

la formule ci-dessuj se change en 

qui est la règle indiquée dans le n** 1 15 (*). 



{*) Si la loi de mortalitë dtait exprimée par une formule , comme 
celle de Lambert (i 1 3), on pourrait cesser dé s'astreindre à placer tous 
les dëcès annuels à la même époque , et supposer que Pextinction 
des individus se fait d'une manière continue pendant toute la durée 
deTanne'e; mais il faudrait substituer des difRirenticlIcs et des inté- 
grales, aux quantités et aux suites rapportées dans le texte , ainsi 
qu'on peut le voir dans la note lU et dans PouTra^c public par 
M. Duyillard , sons le titre d!* Analyse et tableaux de l'influence 
de la petite vérole sur la mortalité. C'est de la première Table do 
et ouvrage qu'ont ct^ extraites celles de V Annuaire que j'ai citées. 

a* édition, i4 
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Il faut encore remarquer que le polynôme qui mul- 
tiplie N dans Téquation ci-dessus , exprime la durée de 
la vie moyenne , à partir de la naissance (i i3)^ et que 
par conséquent cette durée s'obtient aussi en divisant 
la population par le nombre des naissances (^).' 

119. Halley paraît être le premier qui ait fait voir 
comment on pourrait conclure d*une Table de morta- 
lité , les probabilités de la durée de la coexistence de 
plusieurs individus ; de la durée des mariages , par 
exemple^ connaissant Tâge de chacun des membres 
de l'association. Son procédé n'est autre que celui 
de la formation des probabilités composées (16). 

Pour en montrer l'application an sujet proposé ,- 
cherchons les diverses probabilités relatives à 10 années 
d^association d'un individu de 26 ans avec un de 520. 
Il pourra arriver , ou qu'ils existent encore tous deux 
au bout des 1 o années , ou qu'un seul vive , ou qtte 
tous deux soient morts. La Table de mortalité de 
V Annuaire ^ réduite sur le pied de 1000 naissances^ 
donne pour vivre 10 ans , à partir de 26 ans , 

la probabilité % — , sa contraire 1 — %-^ = -r^ , 

et à partir de 20 ans , 

la probabilité r — , sa contraire i — ^ — = -p^. 
'^ 002 5oa 002 

De ces probabilités simples résultent les probabilités 

C*") Dans tout ce qui pr^cède^ on a suppose qu'il n'arrivait aucun 
changement à la population, par le déplacement des individus, ou 
que ceux qui venaient habiter le pays compensaient exactement ceux 
qui le quittaient. Pour voir comment on tiendrait compte du mou- 
vement extérieur de la population, on peut consulter Tintroduction 
que M. Fonricr a mise à la tête des Recherches statistiques sur la 
•ville de Paris et le département de la Seine , 182 1. 
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composées 

^r^. F— 3 qu'ils existeront tous deux ; 
471 Boa* ^ 

'/• F — > ^"® ^^ P'"8 ^S^ *^^^ mort ; 

404 S4 11-* ^ 

~--^. ^--ï- , que le plus jeune sera mort ; 

67 64 

-r^. ?-^ * que tous deux seront morts. 
471 002 ^ 

En général , si e et e' désignent les probabilités de 
Texistence de chaque individu au terme de l'asso- 
ciation, y et ^^ les probabilités contraires, ]fi dévelop- 
pement de 

(e +/) (e'+/') = ee' + e'f+ ef +ff' = i , ' 

donnera 

ee', e'/, ef , ff 

pour les quatre probabilités énoncées ci-dessus. Quan^ 
on cherche seulement la probabilité que l'un quelcon- 
que des deux individus existera encore , on a 

ce qui est plus simple lorsque les nombres/* et /^ sont 
les plus petits. 

120. Avec ces probabilités, on peut dresser la Table 
de mortalité particulière à chaque association ; si l'on 
en suppose, par exemple, 1000 formées à la fois, 
et que les probabilités simples e, ^\fif*f se rap- 
portent à la première année écoulée depuis > il y aura 
à la fin de cette année 

icoo ee' associations qui subsisteront encore , 
1000 e'f où le plus jeune survivra , 

1000 ef' où le plus âgé survivra , 

1000 jff' où tous deux seront morts. 

i4« . 
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Calculant les mêmes nombres pour chaque année , on 
formera une Table pareille à celle que M. Duvillard 
a construite pouf les mariages , sur les registres de la 
ville de Genève (*), et à l'aide de laquelle on dé- 
terminera la durée probable et la durée moyenne de 
l'association , comme la vie probable et la vie moyenne, 
par la Table de mortalité des individus (iio et 1 13). 

Pour donner plus d'exactitude à sa Table des ma- 
riages , M. Duvillard a pris e et f suivant la loi de 
mortalité particulière aux hommes , e' etf suivant celle 
des femmes ; niais ce soin , auquel il' s'est borné , faute 
de pouvoir faire mieux , laisse encore quelqii'încertî- 
tude, car-éans les Tables ordinaires de mortalité, les 
décès des individus mariés sont confondus avec ceux des 
célibataireà , et.il y avait lieu de présumer que l'ordre 
de mortalité, n'est pas le même pour ces deux classes. 

Le dépouillement des registres de la paroisse de Sainl- 
Sulpipe, l'une des plus populeuses de Paris, avait 
présenté à cet égard un fait remarquable. Dans le ré- 
sultat de 23 années , le nombre des hommes céliba- 
taires , et celui des hommes mariés ou veufs de tout 
âge, étaient dans lé tàppôrt de 1 â s ; mais à 1 âge de 
90 anà^ ce rapport n'était plus que de 9 à ^3, presiqiie 
de 1 à 5. Le nombre des filles et celui des femmes ou 
veuves ^e tout. âge, étaient dans le rapport de 1 à 4 > 
mais à l'âge, de 90 ans, cç rapport n'était pîus que de 
j4à log, presque de 1 àS (**). 

. Les piêrties différences ont été remarquées eh Angle- 
terre et en Suède ; ainsi il n'y a pas de doute que' des 



(*) Recherches sur les Emprunts , pag. 60. Voy. aussi dans les 
JYoui Commentarii Acad. Petrop, t. XII, pag. 99, un Mémoire de 
Daniel Bcrnoulli , sur le même sujêc. 

{**) Page xxxij du Discours préliminaire de La Dottrina dcgli 
azzarâi , dt«jK citcç on note , p. 197. 
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Tables construites d'après des observations faites immé- 
diatement sur les mariages , piériteraient la préférence 
sur Jes nombres conclus par le procédé indiqué ci- 
dessus , et dispenseraient en outre de tout le calcul 
nécessaire pour obtenir ces derniers (.*). 

Voilà un exemple très frappant et très simple de ce 
qua y ai annoncé dans le n° 1 07 , sur Tavantage des ob- 
servations directes. Tant qu'on n'a connu dans chaque 
.Jieu qu'une loi générale d^ la mortalité ^ il a fallu sup- 
poser qu'elle convenait à peu. près aux deux sexes; 
a-t-on fait la distinction dqs sexes , il a fallu sup- 
poser encore que la mortalité .des personnes ma- 
riées différait peu de celle dès célibataires : mais 
l'observation particulière de la durée des mariages et 
de leur dissolution, dispense de toute hypothèse, en don- 
nant immédiatement les probabilités dont on a besoin. 

if2i. Les recherches sur les probabilités «de la yie 
humaine ont trouvé une application Bien importante , 
dans les disputes qui se s^t élevées sur l'inoculation 
de la petite vérole. Il y afait à résoudre deux questions 
décisives : premièrement , il fallait montrer combien 
i'inoculatiôn conserverait d'individus , afin de faire con- 
naître de quelle utilité elle pouvait être à là société ; 
et considérant ensuite le sujet sous le rapport de l'in- 
térêt personnel , il fallait balancer le danger que cette 
opération faisait courir à l'individu , suivant son âge , 
sa constitution , avec le danger de mourir de la petite 
vérole naturelle, plutôt que de toute autre maladie. Le 
premier de ces dangers étant actuel •, devait frapper 
beaucoup plus l'imagination que le second , réparti sur ^ 
toute la durée de l'existence , et ne paraissant que dans 

(*) Voy. le icr chapitre de Touvragc de M. BAily^ citd en noie p.ao i . 
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réloignement. A cette distinction , d'Alembert voulait 
qu'on ajoutât la différence de prix que doivent avoir 
les années de la jeunesse^ comparativement . à celles 
d'un âge avancé; mais ici on retombe dans ces estî** 
mations vagues qui ne peuvent être Tobjet d'aucun 
calcul exact. 

On arriverait facilement à des déterminations précises 
sur l'une et l'autre des questions énoncées plus haut^ 
si l'on connaissait le nombre des individus que la "petite 
vérole attaque dans chaque année , avec leur âge , le 
nombre de ceux qui en meurent^ et quelle serait la 
probabilité de mourir chaque année , si la petite vérole 
était éteinte. Ce dernier élément a été conclu des don- 
nées 'précédentes et des Tables ordinaires de m'ortalité , 
en retranchant du nombre total des morts de chaque 
âge , celui des morts causées par la maladie , et divi- 
sant le reste par le nombre total des individus existans 
à cet âge ', mais , cela suppose , ce me semble , que les 
individus éteints par la petite vérole^ n'auraient sac* 
combé à aucune autre maladie , s'ils eussent été pré- 
servés de celle-là^ supposition qu'on pourrait bien ne 
pas admettre. Il paraît plus exact de comparer le nom- 
bre de décès occasionnés par d'autres maUdies,^ que la 
petite vérole > non pas à la totalité des individus de l'âge 
dont il s'agit , mais au nombre de ces individus > dimi-< 
nué de ceux qui sont morts de la petite vérole » quoi- 
que ce ne soit pas encore tenir compte de ia maniera 
dont se seraient éteints ces derniers ^ individus , s'ils 
(Bussent été préservés de la petite vérole* Pour éviter ces 
objections, il faudrait déterminer immédiaten^ent cette 
mortalité sur des individus soustraits à rinfliience de la 
maladie. En choisissant ceux qui ont déjà eu la petite 
vérole , on pourrait néanmoins encore craindre que Tef-* 
fet de cette maladie n'eût opéré dans leur condtitutioi;^ 
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un changemeot d'après lequel leur ordre de mortalité 
ne fut pas le même que pour des individus préservés de 
toute autre manière 7^ mais quoi qu'il en soit de ces dif« 
ficnltés , les résultats n'en conservent pas moins la même 
marche^ et je ne les ai exposées que pour montrer 
combien le sujet est épineux. Je reviens aux données 
indiquées ci-dessus. 

N étant toujours le nombre annuel des naissances , 
je désignerai par /, v", v**, etcr, le nombre des indivi- 
dus existans à 1 ^ a, 3, etc. ans , par «, «', a", «", etc., 
ceux qui sont attaqués de la petite vérole avant 1 , a , 
3 , etc. ans , et par ^ , /m' , ftt", fJ^ , etc. , ceux qui en 
meurent. Le nombre de morts causées par d'autres 
maladies sera. 



3e à 1. an, 


iV— 1,'_^, 


I à a 


iA-i/--/. 


a à 3 


V* — V*— /«", 


etc. 


« 



Les probabilités de mourir dé ces maladies seront , 
dans la première hypothèse , 

et dans la seconde y 



iV— ^ ' v'^fc' ' v"— ^ 



etc. 



En général 4 qu'elles soient déduites, soit de ces ex- 
pressions y soit des précédentes , ou de tout autre ma- 
nière, désignons-les par m , m' , m\ m", etc.; après 
Textinction de la petite vérole , un nombre N de nais- 
sances donnera N(i — 7») enfans âgés de 1 an, 
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JV(i— m) (i— m') enfans âgés de a ans, etc., nombres 
qui formeront la Table de mortalité correspondante à 
cet état de choses ; et en la comparant à l^ suite des 
nombres N, v', v", v", etc., on en déduira le nombre 
des individus qui sont conservés dans cbaque âge, l'aug- 
mentation de vie moyenne gagnée par eux en parti- 
culier, et celle qui en résulte pour tous les individus. 
Connaissant d'ailleurs le rapport du nombre annuel des 
mariages à celui des individus nubiles^ et le rapport 
du nombre des mariages aux naissances, on obtiendrait 
l'accroissement produit dans les naissances, par les 
individus conservés : ce serait le gain de la popula- 
tion ; mais pour qu'il ait réellement lieu , il faut que 
la facilité de subsister -croisse aussi dans le même 
rapport. 

122. Dans l'état . présent , «t individus prenant la 
petite vérole de o à i an , et ^6 y succombant , il ré- 

suite pour cette première année, les probabilités jrr de 
prendre la petite vérole, r^ X ? = -^ d*en mourir (i 6), 

et — = — de n en êjtre pas iatte^nt. 

Des iV— « individus qui ne Pont point la première 
année , la mortalité causée par les autres maladies'n'en 
laissera que (iV— «s)(i — rn) \ ^urcç nombre,. «^^ prendront 
la petite vérotê dans la seconde année, et // y succom- 
beront ; ainsi on aura , pour cette 2® année , les pro- 






babilités ■ ; ■ - ' ^ . — '- — r- de prendre la petite vérole , 
ÇS — fl5)(i — m) ^ ^ 

yzrp -7 . r d'en mOUrlr , el l -ir= r-r r 

(^— i«J(i— mj ' (i\i^— .ce) (i — m) 

de n'en être pas attaqué. Le nombre des individus 



; 
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qui ne s^ont pas atteints étant alors (N — flt)(i — ni) — «', 

£6 réduira, par les autres maladies , à 

{(A^ — tf)(i — m) — « J(i — rn), de la seconde a la 
troisième année. £n continuant ainsi, on calculera les 
probabilités correspondantes à chaque année. 

Si, pour abréger, on désigne par i', i" , i**, etc., le 
nombre des individus qui ne sont pas encore atteints de 
la petite vérole au commencement de chaque année , 
les probabilités den mourif seront, pour la i'", la 2*, 
la 3*, etc. année , 

«^ C C ptc • 

iV I f 

les probabilités d'être du nombre des individus qui n'en 
ont pas encore été attaqués seront , au commencement 
des années i , a, 3, etc. , 

d'où il suit que les probabilités d'en mourir, dans 
1 , a, 3, etc. ans, à partir de la naissance, seront 

f f t n m 

et en partant de 1 an , 

/*' A»" ft' 

La C il. fkfr • 

(ICI 

résultats qu'on peut. appliquer à toutes les années, on 
accentuant, d'après le numéro de ces années , les 
quantités i et /te. La somme 



31 8 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

de ces probabilités ^ poussée îasqu*à la plus lougue 
durée de la yie , dronnera le risque de^ mourir de la 
petite vérole , rapporté à l'âge d'où l'on part. Ce risque 
est celui qui devait être comparé au risque de mourir 
de la petite vérole inoculée , pour estimer l'avantage 
que l'inoculation offrait à Findividu qui voulait s'y 
soumettre. 

ia3. Il serait aisé de tirer de ces calculs le nombre 
des individus de chaque âge qui meurent sans avoir eu 
la 4)etite vérole , la durée moyenne de leur vie , et 
beaucoup d'autres conséquences , développées par 
M. Duvillard^ dans l'ouvtage cité , p. 2209 y mais dont 
le détail n'entre pas dans mon plan. 

Daniel Bemoulli , par son éminente eagacité y sup- 
pléa aux données précédentes ■ qui lui manquaient, 
en s'appuyant toutefois sur deux hypothèses que les 
faits n'ont pas confirmées , savoir^ que te danger d'être 
attaqué de la petite vérole était le même pour tous 
les âges , ainsi que le danger d'y succomber (*) ; mais 
l'avantage était d'ailleurs si considérable , qu'il de- 
meurait encore très évident malgré ce défaut, que 
M. Duvillard, aidé des observations multipliées faites 
postérieurement au Mémoire de Bemoulli, a entière- 
ment évité. Voici quelques-uns des principaux résul* 
tats qu'il a obtenus. 

On trouve aux pages r42, et suiv. de son Ouvrage , 
i**. que dans l'état naturel , sur 1 000 000 d'enfans nais- 
sans , 85 685 mourront tôt ou tard de la petite vérole , 
et que la vie moyenne de ceux-ci sera de 3'*"',9 ; 
a®, que si cette maladie avait disparu , la vie moyenne 



(*) Mémoires de l'Académie des Sciences dis Paris j an. 1760, 
pag. I. 
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des enfans de 4 ans s'élèverait à 44''"'j7 > ®* 9"® 
dans cet ordre de* choses , que l'auteur appelle 
Y état non variolique , la vie moyenne des enfans 
nàissans serait de 3a*"' \ au lieu dé aS'*"' f (^M)? 
la population , qui , pour i ooo ooo de naissances , 
ne monte qu'à 28 763 000 individus , s'élèverait à 
3a a56 000. Tels seraient les effets de la vaccine , 
si la pratique en devenait générale. Et qui pour- 
rait empêcher qu'il n'eh fût ainsi , puisqu'elle est 
d'une extrême facilité^ qu'elle ne présente aucun dan- 
ger, et que le nombre des épreuves directes et inverses 
auxquelles elle a déjà été soumise constate son utilité , 
par une probabilité très approchante de l'unité , et 
appréciable par les calculs les plus simples? 

ia4. Ce n'est pas pour la petite vérole seulement 
que les médecins ont formé des tableaux d'observa- 
tions : il y a déjà quelques ouvrages pu l'on a suivi cette 
méthode, la seule qui soit vraiment démonstrative, 
puisque la médecine ne se. compose en grande partie 
que de faits déduits immédiatement de l'observation , 
qui seule a fait remarquer et a constaté l'effet des re- 
mèdes spécifiques les mieux reconnus pour tels. Les 
' efforts de la nature se combinent de tant de manières 
avec les diverses méthodes curatives , qu'aucune de 
ces méthodes- n'est peut-être entîèremisnt dépourvue de 
succès , au moins apparens. C'est donc par la compa- 
raison du nombre de ces succès , avec le nombre Total 
des maladies traitées suivant chaque méthode , et des 
maladies abandonnées à la nature (si ce dernier cas 
pouvait avoir lieu) , qu'on doit assigner le mérite re- 
latif de ces méthodes , et répondre aux objections re- 
nouvelées sans cesse contre la médecine. M. Pînel , 
et plusieurs autres médecins , ont fait connaître les 
résultats obtenus dans les hôpitaux ou se traite Ta* 
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lîénation mentale. •En 1789, M. William Black, mé- 
decin anglais , a publié la 3econde édition d'une 
Analyse arithmétique et médicale des maladies et de 
la mortalité de l'espèce huitiaine {^An arithmeticcd 
and médical Analysis , etc. ). C'est par la conti- 
nuation et l'extension d'un pareil travail , que l'on 
pourra constater irrévocablement si la médecine fait 
des progrès réels ; les hôpitaux , plus nombreux et 
beaucoup mieux tenus que dans le siècle derùier , of- 
frent à cet égard de grandes facilités ('^}.. 



(*) On a tant calomnie Tesprit pbilosophigne,c^e8t-à-dire la raison 
appliquée h tout ce qui intéresse la société , qu'il doit (être permis de 
rappder les faits ëvidens qui parlent en sa faveur. L'un des plus 
frappans est l'amélioration dn sort des malades dans lés hôpitaux, 
due aux efforts d'hommes bien connus pour n'être mus que par Une 
philantropic purement humaine. C'est par leurs soins , et dans un 
temps difficile , qu'a cçssé l'eniassement des malades dons un m^c 
lit h V Hôtel-Dieu , que les mesures ont été prises po^r diminuei; la 
mortalité enrayante des enfans trouvés, qu'ont été, formés des hos- 
pices séparés pour l'accouchement et, l'allaitement, ei beaucoup 
d'antres institutions d'ordre et de bienfaisance qu'il serait trop long 
de détailler ici. Dans ce dix-septièn»e siècle y si vanté , la mortalité de 
L'Hdtel-Dicu de Paris était le scandale des étrangers : il y périssait 
plus de 3ooo malades par an y faute de soins. (Voyez Essay tending 
to prowe thatinthe Uospital calted L'hosiel-Dieu at Paris^ ihere 
die abot^e 3ooo per annum by reason ofill accomodation (1687), 
set^eral Essays, etc. ,»by WHliam Petty, édit. de 1755 , p. 63). 

Le zèle religieux comme la pitié , peut sans doute prodiguer les se- 
cours , mais la raison seule, les dispensant avec impartialité, 
établissant l'économie par l'ordre, sait faire participer le plus grand 
nombre d'individus au bienfait; et prcparijr dans le présent des rcs> 
sources pour l'avenir. 
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Des Rentes viagères , et des Assurances sur la vie et 

sur les choses, 

125. Les probabilités de la vie humaînei combinées 
avec raccroîssement des fonds placés à intérêt composé, 
ont donné liea aux rentes viagères y aux assurances 
sur la vie , aux caisses d'épargne , et en général à 
toutes les spéculations par lesquelles on se procure , 
soit pour le présent , soit pour l'avenir , des avantage» 
pécuniaires dépendans des chances de la mortalité. 
L'importance de ces théories a multiplié beaucoup 
les qu estions qui 's'y rapportent et lès auteurs qui en 
ont traité. On ne doit donc s'attendre à trouver ici 
que les indications nécessaires pour montrer comment 
le sujet se rattache au calcul des probabilités; et la 
solution des problèmes les plus simples suffira pour 
cela. 

Considérons premièrement chacun des v individus 
compris dans une Tiâble de mortalité à, un âge donné , 
comme propriétaire d'une rente viagères , ou comme 
devant toucher aniiuellemeht cette sotenie pendant toute 
la durée de sa vie ; celui qui est chargé de payer ces 
rentes, et que je nommerai le banquier, donpera à 
la fin de la i" annfc la somme v'j , à la fin de la ii* , 
v^s, à la fin de la 3*, v*'^, et ainsi de suite; v' , v*, 
V* , etc. , désignant le nombre dès individus existans à 
la fin de ces années. Si t représente le taux de l'intérêt, 
ces sommes , rapportées au commencement de la pre- 
mière année (voye^B leaËlem. d^Aïgèife^ , déviendront 
respectivement 



s/ s v^j v's 



• . « 



et ainsi de suite , jusqu'à l'âge ou finit la Table de 
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mortalité. En les ajoutant on aura la valeur totale de 
ce qu'ont dû payer les individus existans à la première 
époque^ pour acquérir ces rentes; chacun d'eux aura 
donc payé pour sa part , 

La somme S est le capital de la rente viagère s \ 
c'est aussi la valeur moyenne des sommes payées par 
le banquier, réparties entre tous les individus de la 
Table ^ de manière qu'il n'éprouvera ni perte , ni gain, 
si l'extinction des rentiers a lieu conformément aux 
nombres marqués dans cette Table. 

La formule de l'espérance mathématique donne la 
même expression pour «9^ en ne considérant si l'on 
veut qu'un seul rentier \ car les sommes éventuelles 
rapportées à la première époque étant 

s s s / 

et les probabilités que le rentier existera à la fin des 
années ^ ^ 

1 y 2 y 3 1 etc. \ 

étant 

v' v' v" 

7' 7' v' ^^^'V 

son espérance mathématique sera 



valeur de S trouvée ci-dessus. 
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ia6. Ces deux manières de mettre le problème en 
t^quation, doivent rappeler les réflexions dij n® 84, 
et montrer comment le sort de Temprunteur qui se 
charge d'une seule rente viagère , diffère de celui da 
banquier payant un nombre àe rentiers assez consi- 
dérable pour que leurs décès suivent Tordre indiqué 
par la Table de mortalité. La première entreprise est 
bien hasardeuse ; l'autre , au contraire , Test peu , si 
toutefois la Table de mortalité a été construite ou 
choisie d'après la classe d'individus qui doivent com- 
poser les rentiers. Quand il s'agit d'un emprunt public 
à rentes viagères , on doit bien se garder d'employer 
la Table de mortalité générale , pour une grande ca- 
pitale; car ce ne sont guère que des individus choisis 
qui ^'intéressent à ces emprunts : aussi sont - ils très 
onéreux à l'éta^ quand on donne le même taux sur 
toutes têtes , c'est-à-dire pour un âge quelconque , 
comme on Ta fait, en France , vers 1780 , ce qui a 
produit la spéculation suivante. 

Des banquiers, ayant remarqué l'avantage que les 
femmes avaient à Genève sur les hommes, par rapport 
à la durée moyenne de la vie , en ont fait choisir par 
des médecins , un certain nombre ayant déjà subi 
les épreuves de la petite vérole , de la rougeole , dont 
la constitution paraissait la meilleure ^ et dont ils pou- 
vaient surveiller la conduite. C'est sur ceâ têtes qu'iU 
ont placé leurs fonds , dont ils ont formé un seul ca- 
pital , divisé en actions , par un arrangement fait 
entre eux, de manière à pouvoir associer un grand 
nombre de personnes à leur spéculation. Recevant 9 
pour 100 d'intérêt, ils pouvaient donner 7 pour 100 , 
ce qui était au-dessus de l'intérêt légal , et les a pour 100 
qui leur restaient , étant placés à intérêt composé , à 
5 pour 100 seulement, devaient en 26 ans reformer 
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le capital. Or la vie probable des femmes de Ge- 
nève, prise à Page de ao ans , surpasse beaucoup ce 
terme , puisqu'elle s*élève à 4^ ; et de plus , comme 
ce n'est là que le terme moyen , pris sur toutes les 
' professions, il y a bien lieu de croire que celui dea 
sujets cboi&is par les banquiers dont nous parlons aurait 
été plus fort , en sorte qu'on ne s'éloignerait pas beau- ' 
coup de la vérité , en prenant pour leur profit ce que 
serait devenu le capital au bout de 4o ans , et alors il 
se serait plus que doublé. 

Ce n'est là qu'un aperçu ; car pour avoir la vraie 
mesure du désavantage de l'emprunteur dans le cas 
actuel , il faudrait connaître avec ;)récision l'ordre de 
mortalité des individus de la classe dont il s'agit, et 
calculer à quel taux devrait être l'intérêt de l'argent , 
pour qu'ils pusspnt obtenir 9 pour ioc5 eh rentes via- 
gères. La solution de cette question dépendrait de 
l'équation du n® 1 26 ^ les données seraient v , v' , v" , 

i/" , etc. ; on aurait s = ^— , S disparaîtrait comme 

facteur commun aux deux membres , et il viendrait 

_ 9 C v' , ^^ , ^^ t \ 

équation de laquelle il faudrait tirer la valeur de ^^ ce 
qui ne pourrait se faire que par des tâtonnen^ens assez 
laborieux , si l'on n'avait pas déjà un grand «ombre de 
Tables construites d'après divers ordres de mortalité , 
et pour divers taux d'intérêt. 

127. Il est évident que de simples opérations arith- 
métiques suffisent pour calculer la valeur de S et ré- 
soudre la question directe , en ayant même égard à une 
circonstance que j'ai négligée , pour plus de simplicité. 
J'ai supposé, dans la construction de la formule du 
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n^ 125, que les décès des rentiers avaient lieu à la fin de 
chaque année ; mais comme il n'en est pas ainsi , et 
que Ton paie aux héritiers une partie de la rente pr^^ 
portionnelle au temps que le rentier a vécu, il faudra» 
pour compenser cette différence , substituer ^ (i' + v') 
à v', i (/ + v") à v", etc. Si Ion voulait établir la loi 
de continuité dans les décès , il faudrait substituer aux 
nombres v , v', v", .... une expression générale de la 
loi de mortalité (112), et recourir au calcul intégral 
(voyez la note III). 

Le plus souvent on n'emploie , pour abréger le 
calcul y que la distinction des périodes pendant les- 
quelles il est permis de regarder le nombre annuel 
des morts comme constant. En désignant ce nombre 
par m , il vient 

t/' = v — m, v" =; V — 2m, v''z=:v — Sm , etc. , 
cqui change la valeur de 5 en 

Cette expression se décompose dans les deux suites 

■S771 C , 2 5 n^ "1 

n représentant le nombre d'années de la période. Si , 

pour abréger, on fait — --- == qf , la première suite , 

qui est une progression par quotient , deviendra 
a* édition 16 



-.\ c irri". 
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qs{i+q + q\... + q''-'}=qs i^ 

et la seconde se changeant en 



— V^ { * + ^9 + 3(7* + n(7»-» } , 

on posera 

i + 2q + 5q* + /iç"-' =/; 

multipliant les deux membres de cette équation par q , 
il viendra 

q+2q^+3q^ + n(7» =fq ; 

puis ajoutant au premier membre la progression par 
quotient 

i+q + q'+q^ +q\ 



et au second , 2 — ^ somme de cette progression , 

on obtiendra 



Observant alors que 
on formera l'équation 
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€'0Ù Ton déduira 

AU moyen de cette dernière somme et de celle de la 
première suite ^ on a enfin 

o/_ ^(i — qf") qsm f i— ç»-»-* (yi-f i)^» i 

formule où il ne reste plus qu*à mettre pour q sa 

valeur — -— , et opérer quelques réductions , aux- 

quelles je ne m'arrêterai pas. En l'appliquant à chaque 
période , depuis l'âge d'où l'on part jusqu'à la fin de la 
Table de mortalité , la somme des valeurs trouvées 
pour y donnera celle de S. L'hypothèse de Moivre (i la) 
est commode en ce qu'elle ne fait qu'une seule période, 
à partir de aa ans. 

128. Comme le plus souvent c'est une Table de 
rentes viagères que Ion construit pour tous les âges , 
Euler, dans le Mémoire cité, p. ao4, a trouvé com- 
mode de dériver le taux relatif à un âge , du taux 
relatif à l'âge suivant. Si l'on substitue des numéros 



{*) Oa parvient bien facilement à ce re'sultat par le calcul dLSëren* 
tiel ; car il est visible que 

dfî-f-<7-f-<7».. .-f.o») 1 — a ' 

I + ao -f. 3fl»...+/W*-' = ^ -^-^ = 3 — ^î 

ag s dq 

On tronvera de même la somme des séries analogues dans un ordre 
«{Qelconque. 

l5.. 
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inférieurs désignant les âges , aux accens dont les v 
sont affectéi darw la formule du n® 126, on aura 
pour l'âge n , 

_ s iVn^, Vn^, i>,^3 1 

et pour rage w + 1 , 

l'âge le plus avancé de la Table de mortalité douDant 
le dernier terme de ces suites. Si Ton divise la seconde 
équation par i + 1, qu'on multiplie les deux membres 
de la première par v,, ceux de la seconde par v„^i , 
et qu'on retranche les produits terme à terme , il res- 
tera seulement l'équation 

qui fera connaître Sm par le moyen de S„^^ , et pourra 
servir à calculer les valeurs du capital de la rente j, en 
commençant par l'âge le plus avancé. Assez ordinaire- 
ment on fait s = i-^*^*, ou = loo^^ 

123. Les rentes sur deux têtes se calculent d'une 
manière analogue, en substituant aux probabilités 

— , —•, etc. , du n° laS, les valeurs successives de 

la quantité 

^ ee' + e'f+ ef = i -ff , 

qui, dans le n® 1 19 , exprime la probabilité de l'exi- 
stence de Tune quelconque âea deux tcles sur lesquelles 
la rente est constituée , ou bien en appliquant à une Ta- 
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ble indiquant la loi suivant laquelle s*éteigneut un 
nombre donaé d'associations d'âges donnés, les consi- 
dérations par lesquelles commence le n® ia5. 

i5o. L'espèce de tontine la plus simple, n'est au fond 
qu une annuité à terme probable ; car dans ce place- 
ment ^ où les rentiers survivans héritent de ceux qui 
sont décédés , le banquier paie tous les ans la même 
somme , jusqu'à l'entière extinction de la classe des ren- 
tiers du même âge. Supposant que S soit la somme 
qu'ils ont placée en commun , s celle que le banquier 
leur paie chaque année , et n le nombre d'années qui 
doit s'écouler jusqu'au terme de la Table de mortalité ; 
on aura 

{Elém. d'Algèbre) ; qaant à la somme s, elle se parta- 
gera entre les rentiers , suivant le nombre d'individus 
existans chaque année. 

Lorsque la classe des rentiers est très nombreuse, il 
est évident que le nombre n est celui des années com- 
prise» depuis l'âge où ils font leur placement jusqu'au 
dernier âge marqué dans la Table de mortalité ; mais 
dans le cas contraire , le banquier leur ferait tort , en 
reculant ainsi le terme de l'annuité. Saint-Cyran pro- 
pose de .prendre pour ce terme l'année où il y a une 
probabilité ^ que tous les rentiers seront éteints ; dan» 
le cas de deux rentiers, par exemple, ce serait l'année 
où la quantité ff du n* 119 se réduirait à 5, c'est- 
à-dire le terme de la durée probable de l'association (*) . 



(*) Recherches sur les emprunts , a* part. , p. 48. Si l'on pre- 
nait cette même durcc pour le terme <les rentes viagères quclcon- 
t]iic3; le calcul, réduit à celui d'une annuité» dcyiendrait beaucoup 
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Si les rentiers ne devaient hériter que d'une portio» 
du revenu des décédés, de la moitié, par exemple ,. 
le banquier aurait à payer, à la fin de la !'• année^ 

i' H 1 = rentes; à la En de la seconde , 

^ v_i^" v+v" 

V + ■ c= • et ainsi de suite : on aurait donc 

a 2 

réquation 

" 2v \i + ( ^ (1+ ty ^ (1+ tf ^ "''•S' 

et chaque rentier toucherait les sommes i^ t-^ a la 

fin de la 1^ année , i ,j-^ à la fin de la a" , etc. 

i3i; La théorie des caisses ^épargnes ne difiFere pas 
beaucoup de celle des rentes viagères sur une seule 
tête ; et celle des caisses par le moyen desquelles on 
assure des pensions aux veuves , ressemble beaucoup 
à celle des rentes viagères sur deux têtes. 

Dans les établissemens de la première espèce , cha- 
que associé donne , soit une somme une fois payée, soit 
une somme annuelle , pour avoir droit à une pension 
dans un âge avancé , ou à des secours en cas de mala- 
die. Il est aisé de voir que pour le premier cas , si S 
désigne la somme donnée pour recevoir une pension s , 



plus simple; mais , excepté dans des cas très rares, il donnerait tou- 
jours des rentes plus faibles que le procède' du n® I25. Sous ce rap- 
port il conviendrait pe^jf-élre mieux au cas oii il s'af;it d'une seule 
rente; car alors le banquier s'expose beaucoup : mais pourquoi le 
rentier ferait-il un contrat desavantageux, quand il peut obtenir un. 
^Hux plus considérable en prenant part k de nombreux placemcos ^' 
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après un nombre n d'années , les sommes étant rappor- 
tées à répoque du placement , on aura Téquationj 

Si l'on paie des sommes annuelles S , S, , Si, etc. , il 
faudra substituer à 5 la suite 

C*est à ce cas que reviennent les retenues que Ton 
fait aux employés dans certaines adôiinîstrations, pour 
leur assurer des pensions de*etraite. 

Si la caisse doit donner des secours en maladie , il 
faudra introduire dans le second membre les produits 
de ces sommes , réduites à la même époque et multi- 
pliées chacune par la probabilité de les délivrer. Cette 
probabilité doit se conclure des observations faites avec 
soin , sur le nombre et la durée moyenne des ma- 
ladies dans la classe d*individus à laquelle la caisse est 
particulièrement affectée. 

L'utilité de semblables établissemens est si évidente , 
que de simples ouvriers laborieux et économes , se 
sont réunis pour en former. Quoiqu'ils n'eussent pas 
tous les élémens nécessaires pour bien asseoir leurs 
calculs , et que leur petit nombre ne leur donnât pas 
autant d'assurance qu'une réunion plus considérable ; 
cependant plusieurs de ces réunions ont prospéré. 
Tontes ont senti' l'avantage qu'elles auraient à s'é- 
tendre ; mais , comme on peut le voir par les iuté- 
ress:ins rapports qu'a faits sur ce sujet , à la Société 
Philantropiqufi , M. Dupont de Nemours > presque 
toutes ont craint d'attirer les regards, de peur d'être 
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atteintes par la versatilité des systèmes financiers de 
rétat; car oe nest que par une grande sûreté dans 
les placemens , que ces caisses peuvent prospérer. L'i- 
dée de les lier avec l'administration du Mont - de^ 
Piété y comme Ta proposé M. Mourgue, dans le plan 
qu'il a présenté à l'Institut , serait très heureuse y si 
cette administration 9 qui peut faire l'emploi des plus 
petites sommes , et dont les capitaux sont dans un 
mouvement continuel ^ demeurait indépendante des 
fonds publics (*). 

i5â. La forme des caisses affectées aux pensions des 
veuves , peut varier aussi de plusieurs manières ; mais 
il suffit de considérer la forme la plus simple , pour 
pouvoir , au moyen de ce^qu'on a vu dans les articles 
précédens , se faire une idée de la manière de traiter 
les autres. Que chaque homme marié donne , soit en 
se mariant, soit annuellement, une somme, sous la 
condition que s'il meurt , sa veuve recevra , soit une 
somme ; soit une rente donnée; on exprimera facile- 
ment les relations de ces sommes , en les réduisant 
toutes à la même époque, et en les multipliant ensuite 
par les probabilités de les payer. 

Si la condition est un seul paiement à faire par cha- 
que membre de l'association et par la caisse, il suffira de 
substituer au nombre v , dans la première équation du 
n° i3i , le nombre ee' du n° ug, calculé d'après des 
Tables appropriées à la classe d'individus dont il s'a- 
git, et aux nombres i/», i/«^, , etc. , celui des femmes 
qui deviennent veuves chaque année , lequel est la dif- 
férence des val^ra de e'^ d'une année à l'autre. 

Si les paiemens sont faits annuellement, tant par les 



(*) Plan d'une caisse de prét'oj'ance et de secows. 
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associés que gar la caisse , alors c'est la seconde équa- 
tion du n° i3i qu'il faut employer, en substituant aux 
*^»^ii ^A9 etc. , du premier membre , les valeurs suc-p 
cessives de ee (119) , et aux v» , v„^, , etc. , du second 
membre, celles de e'f, qui désignent le nombre de 
veuves existantes à la £n de chaque année. 

1 33. Ces exposés sommaires n'ayant pour but que de 
faire connaître les relations des diverses manières ^e 
combiner l'intérêt de l'argent avec les chances de la 
mortalité , et les moyens qu'on peut employer pour 
résoudre" les questions qui 8*y rapportent, je renvoie 
aux auteurs qui en ont traité particulièrement , à 
la tête desquels il faut placer Euler , pour son ouvrage 
sur les Caisses des veuves ; mais je ne dois pas omettre 
de faire observer que si , dans les emprunts , l'équité 
exige qu'on rende aux prêteurs tout ce que leur as- 
signe la formule de l'espérance mathématique , il n'en 
saurait être de même dans les caisses établies pour les 
épargnes , les secours , etct Celles-ci ont des frais d'ad- 
ministration qui doivent être supportés par tous les 
membres de l'association. De plus, tant que l'associa- 
tion est peu nombreuse , la caisse doit prendre quel- 
qu'avantage , afin de parvenir à. former un fonds qui 
puisse parer aux irrégularités que la ^succession des 
ëvènemens présente par intervalles , ou bien elle ris- 
îquerait de se trouver hors d'état de remplir les con- 
ditions qu'elle s'est imposées. Elle donnera donc un in^ 
térêt moins fort que le taux ordinaire ^ ou fera une 
retenue sur les sommes payées par les sociétaires. La 
réunion de ces béné&ces, multipliés par les probabilités 
qui leur correspondent , compose l'avantage du ban- 
quier, comme. pour la loterie et les jeux; mais sa dé- 
termination exige encore qu'on distingue le cas où la 
caisse n^emplole à faire son service que les fonds 
a® édition. * 
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qu*etle a reçus , et celui où le banquier a entre- 
pria , à ses risques et périls , de faire ce service sur 
ses propres fonds ^ au moyen du bénéfice qu'on lui 
alloue (*). 



(*) Après avoir néglige pendant trop long-temps d Imiter des «fta- 
blissemens ailles qae noos voyions prospérer <^es nos voisins, dou« 
paraissons nous y porter avec un engoûment que des spéculateurs 
s^ efforcent de mettre à profit, en variant de toute manière les for- 
mes qui peuvent faire nuttre des espérances , ou plutôt des illu^ 
sions enivrantes. U serait donc convenable qu'on répandit h ce sujet 
des lomières propres à éclairer sur des déceptioBS qui peuvent mnire, 
non-seulement aqz particuliers qui en seraient les yictioMS, mais 
aux établissemcns équitables et dtôintéressc^, dont la conservation 
importe beaucoup an bien de la société. 

Le point fondamental de ces instrcetions serait de faire connaître 
avec précision la nature tc les avantages des diverses formes de en- 
mulations d'épargnes et de rembonrsemens , afin de montrer oeUea 
qui sont les plus favorables à l'intérêt des familles et à l'acquisition 
des habitudes qu*on doit encourager. D^abord on doit placer en 
première ligne les caisses d'épargnes dans lesqneles on reçoit des 
petites sommes pour les accumuler, et rendre le produit entier 
à des époques plus ou moins éloignées , comme l'établissement 
des enfans, l'&ge avancé du père de famille. Ici , lorsque l'emploi des 
fonds de la caisse a été sage ^ il y a peu ou point de risques à cou- 
rir; le travail et la bonne condaite ont leur récompense, qui tourne 
tout entière au profil de la famille, et par cooaéqiient de la so- 
ciété. 

Malheureusement ce mode est trop peu productif quand les éco- 
nomies qu'on peut faire sont faibles ; on a donc voulu , pour en 
augmenter le résultat , les combiner avec les chances de la morta- 
lité ; et considérant toujours l'activité et le travail comme 1« res- 
source immanquable et nécessaire des familles peu aisées , on s'est 
borné à préparer des secours pour des malheurs imprévus : de là 
sont nées les assurances sur la vie et les caisses des veuuesy par 
lesquelles on assore à des survivans une somme une fois payée 
ou une pension pour suppléer, pondant un temps plos on moins 
long , au travail dur père de famille. De tels établissemens «e re- 
commandent par eux-mêmes sous tous les nippons, puisqu'ils. en- 
rouragcnt le sentiment le plus noble et le plus utile h la société , 
la bienveillance pour nos proches. 
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134. C'est à ce dernier cas qae se rapportentles compa- 
gnies qui assurent les marchandises et les vaisseaux, contre 
les risques de mer ou de guerre ; les maisons , contre 
les incendies ; la valeur des récoltes , contre les in- 

Que par des circonstances de leur vie , des individus sans famille, 
on n'ayant que des parens aisc's, se décident , pour améliorer plus 
sensiblement leur position , à faire des placemcns viagers; ce mode, 
moins digne d'être encouragé que les précédcns, est encore bien 
préférable aux tontines, car, dans l'un comme dans l'autre, le 
fonds est perdu pour les héritiers ; mais du moins dans le premier , 
oh le remboursement de ce fonds s'effectue h mcsorc que la vie du 
rentier se prolonge , il obtient beaucoup pins lût un revenu mci*- 
leur que celui qu'il tirerait de la tontine, et ne perd que l'espérance 
frivole d'un revenu exagéré, anquel atteint à peiue un petit 
nombre d'individus privilégiés , ou celle d'une rîcbe succession , 
encore plus difficile h recueillir. 

Il n'est donc pas possible de voir d-ms les tontines autre cbose 
que de véritables loteries dont les inventeurs s'adressent à la cupi- 
dité des actionnaires , et k cette passion de tenter les hasards qui est 
la source de tant de désordres dans les jeux. Si les inconvénicns des 
tontines sont moindres, c'est parce que le tirage, ou la décision du 
jeu , n'a lieu qu'à une époque très éloignée; mais des leor origine il 
a été reconnu que leurs chances n'étaient propres qu'à endormir 
l'activité de ceux qui s'y étaient intéressés. • 

A ces observations morales sur TelFct des tontines , relativement 
aux rentiers , il fau^ joindre la difficulté de les amener à l'état d''un 
jeu égal, en les assujettissant aux règles du calcul des probabilités. 
Leurs auteurs, ne cherchant' guère qu'à présenter des clianrcs 
séduisantes , sans s'astreindre à la détermination exacte des probabi- 
lités qui dépendent d'opérations presque impraticables par leur lon- 
gueur, se bornent à réunir les as^^ociés en classes dont l'étendue est 
telle que les plus jeunes ont sur les autres un avantage très marqué; 
vient ensuite la difficulté de partager les fonds à l'expiration de 
chaque classe ou de la tontine. Pour échapper à ces embarras, il n'y 
aurait qu'une seule manière, ce serait de ne grouper ensemble que 
des itidividus de m<?rac âge, dans les mêmes circonstances, cTns- 
signer l'héritage de chaque classe an dernier sni-vivant; mais cVst 
nn mode impraticable dans des associations formées d'un nombre 
peu considérable d'individus ; et il est bien h désirer que ce nom- 
bre demeure toujours renferme dans des limites très étroites. 

Parmi les raisons qu'on a fait vn^oîr m faveur des lorîtines^ on 
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tempéries des saisons, et en général tous les genre» 
de commerce qui dépendent d*évèuemens soumis au 
hasard. Celui qui se livre à de pareilles spéculations 
doit trouver dans le taux qu'il exige ^ premièrement une 
probabilité très considérable de ne pas entamer ses 
fonds au-delà d'une certaine limite^ aSn de; pouvoir 
continuer sufHsamment sa spéculation ; secondement , 
une probabilité assez grande d'obtenir un proBt au 
moins égal à l'intérêt que ses capitaux lui auraient 
rapporté dans un placement qui ne lui eût fait courir 
aucun danger , plus au salaire auquel lui donne droit 
le travail qu'exige de lui son entreprise. 

Le premier élément à déterminer ici est le risque de 
perte et la probabilité de succès. Il ne serait pas aisé 
de dire comment on s'y est pris à l'égard des risquées 



n^a pag manque de dire que, par leur moyen, le capital était 
conserve j mais peut-on dire que celui des rentes viagères soit 
perdu pour la société' ? Le rentier qui a eu plus d^aisance , con- 
somoiant h raison de son revenu, a contribue au mouvement de 
IMndustrie et du commerce , et c'est là tout ce que la société' 
peut demander en ge'ne'ral. Que lui imporlt qu'un particulier 
devienne très riche, tandis que d'antres languiront dans le be- 
soin? Le but de la société' est, ou doit (ître, de distribuer le 
mienx qu'il est possible entre ses membres les douceurs que pro 
cure la civilisation , et non pas de les accumuler dans un petit 
nombre de mains, en favorisant l'établissement des grandes for- 
tune» aux dépend des petites. 

Cenx qui désireront plus développement sur ce sujet , pourront 
consulter le Moniteur du 4 octobre i8ai, qui contient un rapport 
fait à rAcadcmie des Sciences, dans lequel M. Foiirier a exposé 
avec étendue les principes rationnels pour juger les divers genres de 
placcmcns. Quant au calcul et aux données sur lesquelles ce calcul 
est fondé, nous renverrons h l'ouvrage que M. Francis Baiiy a 
publié sous le titre de The Doctrine of lifc annuitics and as^ 
surances f etc., déj^ cité p. aoi. 
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inaritinies ; car je ne sache pas qu'on ait dressé des 
listes exactes et long-temps continuées des vaisseaux 
qui se sont perdus , ou qui ont été pris dans diffé- 
rentes guerres. La construction et le dépouillement de 
ces listes exigeraient beaucoup de détail , puisque daqs 
la classification des évènemens, il faudrait considérer 
le lieu et le temps , soit du départ , soit de l'arrivée, la 
force du vaisseau , celle de l'équipage. Le détail de la 
valeur des pertes serait encore plus considérable , puis- 
qu'on assure non-seulement le corps du navire, mais 
les marchandises qu'il porte , et qu'on répond des ava- 
ries que ce corps ou ces marchandises peuvent éprou- 
ver. Il ne paraît même pas possible d'apprécier avec 
quelqu'exactitude cette foule de circonstances ; mais il 
est vraisemblable que les profits du commerce mari- 
time ayant été d'abord très considérables , les négo- 
cians , dans la vue de se procurer des rentrées cer- 
taines , ont pu faire sur ces profits des sacrifices assez 
grands pour tenter des spéculateurs hardis. L'exemple 
des gains que ceux-ci ont faits leur a bientôt donné des 
concurrens ; d'un autre côté, le bénéfice des marchands 
devenant moindre , les dangers diminuant par le per- 
fectionnement de la navigation , les uns ont appris de 
l'expérience ce qu'ils devaient abandonner , et les au- 
tres ce qu'ils devaient exiger pour ne pas trop com- 
promettre leur fortune (*). 



('''J J'ai vu (laDS aa Mémoire manuscrit, dont Fauteur paraissait 
assez au fait de la pratique des assurauces maritimes , que le risque 

en temps de paix était estime' à rrz dans les cas les plus ordinaires , 

ce qui exigeait une prime de i et j- pour ^. On trouve dans les 
Annales de Chimie et de Physique , un extrait du Tableau des 
Régions arctiques, par M .Scoresby, oii sont rapportes des faits qui 
douneat la mesure du danger de perte pour les bâtimeus hollandais 
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Si Ton voulait appliquer aujourd'hui le calcul à 
ce genre* d'assurances , il y aurait de grandes rechor- 
clies à faire dans les ports, pour se procurer des 
données exactes; mais il y a tout lieu de croire qu'on 
n'en retirerait pas beaucoup de fruit ; car l'Acadé- 
luie des Sciences proposa trois fois ce sujet de prix , 
. de 1783 à 1787, et ne put rien obtenir de satisfai- 
sant. La théorie n'était pas difEcile à établir, mais les 
faits ont toujours manqué ; et ensuite la considération 
d'un nombre fort grand de risquej ayant des proba- 
bilités et des valeurs différentes , aurait rendu les 
calculs impraticables , à moins que l'on n'eût réduit 
tous les risques qui offraient quelque analogie , à un 
seul, d'une probabilité et d'une valeur moyenne , ce 
qui aurait été moins exact , mais ce qu'il paraît impos- 
sible d'éviter de faire , même pour les autres genres 
d'assurances. Il aurait fallu aussi , dans la rigueur , 
faire usage des formules qui donnent les probabilités 
à posteriori; mais il n'était guère moins nécessaire de 
sacrifier encore ce point à la brièveté (*). 



ce anglais qui vont p<!cber la baleine vers le Spitzbcrg et la baye de 
Baiïin. G^etaît d^abord 4 snr 100 ou — r poui les Hollandais, dans 

les environs du Spitzbcrg , puis 2 sur 100 ou r- près du détroit de 

Davis , ei maintenant moins de pour la Hotte ancluibc des 

100 ^ ° 

baleiniers qui fréquentent ces parages {^Annales y etc., t. XVHI, 

paj. 45). 

Suivant le Mémoire manuscrit que j'ai cite plus haut, le risque 

ù'incendie est estime ^— - pour les muisous couvertes eu ardoises 

uoooo '^ 

et bàlies en pierres. 

(*) En examinant le sujet de plus près, la difficulté' parait aug- 
menter encore j car les naufrages arrivant en grand nombre par 
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i35. En réduisant donc la question à Tétat le plus 
simple, ne considérons que deux évènemens^ Tun en- 
tièrement heureux , dont la probabilité soit e , l'autre 
faisant payer par l'assureur une somme a, et dont 
la probabilité soit/*; désignons par p le nombre des 
vaisseaux assurés , et par b la somme que l'assureur 
reçoit pour chacun. Cela posé ^ la somme des termes 
du développement de (e -{-fy , à partir du premier 
terme jusqu'au terme affecté de e/'-^î inclusivement, 
donnant la probabilité que le nombre des éyènemens 
malheureux ne surpassera pas q (âa), si l'on étend 
cette somme jusqu'au terme ou elle cesse d'être moin- 
dre que la probabilité à laquelle l'assureur veut ar- 
river, de ne pas outrepasser la plus grande perte c 
qu'il consente à éprouver , et que q' représente la va- 
leur particulière de 9 à ce terme , q'a • — pb sera la 
plus grande perte correspondante à la probabilité fixée. 
En l'égalant à c, on aura l'équation 

q'a — pb'=ic. d'où i = 2 ^ 

P 

puis représentant par g le gain que donne l'opération 
lorsque le nombre des évènemens malheureux est réduit 
à 9% on formera l'équation 

pb — q'a^gy 
dans laquelle mettant la valeur de pb , tirée de l'équa* 



Teffct des oaragans , la probabilité de la perte d'un navire ne saurait 
plus être regardée comme celle d'un événement simple : il faudrait 
remonter jas<pi'à la probabilité propre des ouragans dans telle ou 
telle région , et la combiner aycc la probabilité de la perte d'un na- 
vire dans ces circonstances. 



9 w f 
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tion précédente , on aura 
qa—c — qa=g, ou g — ^ = _ ^«, 

ce qui, lorsqu'on se donnera g*, fera connaître q" 
par q' , indépendamment de p. Calculant alors la 
probabilité correspondante à la valeur de q" , on 
verra si elle donne une espérance suf&sante d'at- 
teindre au bénéGce que comporte la nature de Ten- 
treprise. 

Si cela n'était pas, on pourrait augmenter cette 
probabilité, en prenant pour l'exposant p qui marque 
le nombre des vaisseaux assurés , des nombres de 

plus en plus grands, afin que le rapport ^ de- 

P 
venant de plus en plus petit, la somme des termes 

compris entre ceux qui sont affecté de e?^'j^ et de 
gP— î'yç" , et composant la différence des probabilités 
de perte et de gain , décroisse de plus en plus. 

i56. Pour bien concevoir l'usage de ces formules , il 
est à propos de. se former une idée de la marche de^ 
valeurs qu'elles prennent dans des cas particuliers ; à cet 

effet, j'ai supposé ec=: -^ , y*=: , et je rapporte 

ci-dessous les 12 premiers termes du développement 

(QiCk 1 V**° 
■^ — |- ) , avec les sommes résultamtes de 
100 100/ 

l'addition successive de ces termes. 
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a4i 



•1 



Pertes. 



O 

1 

a 
3 

4 

5 



Probabil. 



O^lSSqSô 
0,270667 



Sommes 
^es probab, 



O, 133980 

0,404647 



0,272034 0*67668 

o,i8i355o^858o36 
o, 090220 0,94^^^ 



0,035723 



o,d83ô79 



Pertes. 



7 
8 

.9 
10 

11 



Probabil. 



0,011727 

o,oo3283 
0,000800 
0^000172 
o,oooo33 
o,ooooo5 



Sommes 
des probab. 



0,996706 
0*999789 

o> 99996» 
0,999994 
o> 9.99999 



Dans ce Tableau , qu'on peut regarder comme ex^ 
primant les évènémens de l'assurance de âbô vais- 
seaux , soumis chacun au risque de — ^ , la colonne 

^ 100 

marquée probabilités indique celle de la perte iso^ 
lée deo, 1, 2,...!i bâtimens , et la colonne des 
sommes , la probabilité que la perte n'ira pas au delà 
du noiûbf'e indiqué dans la première colonne. 

En prenant la valeur dfc 7 vaisseaux , ou ja pour 
la somme c, perte extrême , et supposant que l'assureur 
veuille obtenir une probabilité 100000 contre 1 , que 
l'événement n'outrepassera pas cette limite , il faudra 
descendre jusqu'au terme où la somme des probabilités 
surpasse 0,99999 ; ce qui a lieu au 1 1* terme , qui ré- 
pond à qf^=: 10. Par ce nombre, l'équation 



Jr= 2 ^ donne b = , 



3a 

200 



c'est-à-dire •! ^ p. f de la valeur de chaque vaisseau. 
Si l'on voulait ensuite (connaître la probabilité que le 



a* édition. 



16 
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bénéGce de l'assureur ne tombera pas au-dessous d'âne 
certaine limite > par exemple du lo* de ]a somme c, il 
faudrait prendre g = 0,7a , et Téquation 

^^— ^^=. ■ ^ » conduirait à 10— 9*=7,7 ou ^*=:a.5, 

valeur qui tombera entre celles de g au 3* et aa 
4* termes, auxquelles correspondent des probabilités 
0,670681 et o^858o36; on peut donc s'arrêter à en- 
tiron ^. On aurait une probabilité plus forte en don- 
nant une valeur plus grande à &> ce qui diminue- 
rait celle de c. 

Dans rkypothèse établie ci-dessus, il suffit d^aller 
jusqu'au 4* terme pour n'être pas encore en perte, 
puique celle de 3 vaisseaux est compensée par k» 

primes reçues pour tous : l'assureur aura donc la pro- 

5 
habilité o,858o36 ^ ^ , de ne pas entamer ses fonds. 

Quand on porte à 4^0 le nombre des vaisseaux 
assurés , et qu'on fait en coaséquence le développe»- 
mcnt de 

\ioo^^ 100/ ' 

pour fôrmerle tableau analogue àcelui de la page précé- 
dente , «i Ton maintient la prime à 1 j p. J , comme cî- 
dessus , qu'on cherche la limite de la perte qui répond 
à une probabilité de 100000 contre i , on trouve qu'elle 
tombe entre le iB* et le 16® termes , où la somma des 
probabilités s'élève à 0,9999967 , ce qui répond à la 
perte de 14 ou i5 bâtimens, c'est-à-dire ^d'une somme 
comprise entr# 14a et iBa ; mais le produit des primes 



étant 6a , ramine cette limite entre 8a et ^a. Si Votk 
voulait la réduire à 7a , il faudrait augmenter un pea 
la prime, ou ae contenter d'une probabilité plua pe*- 
tite; car elle aérait donnée par le \j^ terme, répondant 

Quant à la probabilité du gain, de la 10* partie 
de ga , on aurait pour la déterminer Téquation . . . 
i5 — qf*=9,g,ce qui donnerait ^*'=5, et mener^t 
au 6* terme, -OU la somme des probabilités est 

0,7859190, environ ^« Enfin, la probabilité que Tas* 

eureur n*éntamerait pas ses fonds , se formant de la 
somme des 7 premiers termes du dévelop • «ment cal- 
culé , s*é]everak à 2,8903749 1 près de -S^. 

1 37. La comparaison de ces résultats avec ceux du pre^ 
mier exemple , fait voir que la limite de perte çorres-^ 
pondante à une probabilité de iooooq contre 1 , croit 
à la vérité, mais dans un rapport beaucoup* moindre 
que le nombre des vaisseaux assurés , et que la proba** 
bilité, du gain , et celle de ne pas entamer les fondai , 
augmentent aussi , ce qui établit l'avantage qu'obtient 
l'assureur quand il multiplie ses entreprises. Ces remar* 
quès sont assez importantes pour qu'on cherche à les 
constater par des déterminations relatives à un très 
grand nombre d'assurances 7 c'est ce j'ai fait en 
calcdaot les 7a premiers termes du développement 
de 



4«oo 



\lQO "^ 100/ 



qui conduisent à une somme de probabilités déjà fort 

î6.. 
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silpérieure à celle de looooo contre i. En faisant Qsdgè 
des logarithmes , le travail n'est pas aussi considérable 
qu'on pourrait le croire d'abord ; mais pour obtenir 
une exactitude suffisante, il faut employer à la formation 
des puissances de 9g , des logarithmes ayant au moins 
10 décimales. 

C'est entre le 6g* et le 70* termes que la somme des 
probabilités atteint o,ggggg ; au 70* terme on a<}^=&g. 
La perte correspondante à ce nombre serait donc 6ga ; 
mais les primes, toujours à 1 i p* !> formant un 
total de 60a « la perte effective serait seulement de gcr, 
résultat qui ne diffère pas sensiblement de celui qu'ont 
donné 400 assurances. 

Pour un gain au moins égal à la 10* partie de ga , 
on trouve q^^siSQ , ce qui donne une probabilité égalé 
à OjggSaiGi , ou plus de 5qo contre 1. 

Enfin, les primes couvrant la perte de 60 vais- 
seaux , la probabilité que les fonds de l'assureur ne 
seront pas enfamés est 0;gg8866i , plus de 80O 
contre 1. 

Si l'on trouvait le gain de o,ga bien petit , lorsque 
l'entreprise embrasse 4000 assurances , et que d'ail- 
leurs il doit être augmenté en raison de l'accroisse- 
ment des frais d'administration, on perdait sur la 
probabilité, puisqu'il faudrait remonter à un terme 
moins avancé dans le développement; mais on trou- 
verait encore des probabilités assez fortes pour des 
gams beaucoup plus considérables. Par exemple , celle 
que le nombre des bâtimens perdus ne s'élèvera pas 
an-dessus de 48 > événement qui laisse encore laa de 
bénéfice à l'assureur; cette probabilité, dis-je, est 

de o,9o8Sao4>— . 



10 
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Ce dernier exemple montre bien que les avantages 
àe l'assurenr .croissent beaucoup plus rapidement que 
9e$ risques ; et le peu de cliangement qn^a subi la va- 
leur de c ^ en passant de p = 400 à p = 4^00 , semble 
indiquer que la prime et la probabilité extrême de 
perte demeurant ks mêmes ^ cette valeur de c est sus- 
ceptible d'une limite dont qa doit approcher beau- 
coup ^ dans les hypothèses établies«ci-des»us. 

Pour la déterminer en général , il faudrait pouvoir 
assigner , au moyen des quantités p , e,f, la valeur 
qu,e doit avoir q , quand la somme des termes du déve^ 
loppement de (e "hf)^, depuis le premier jusqu'à celui 
qui est affecté ^e e^'^jp inclusive^ient , a une valeur 
donnée ; c*est ce qu*il paraît assez difficile de faire à 
priori,^ Mais quand le second terme du binôme est 
comme ci-dessus , très potit , le nombre dçs termes à 
calculer n'est pas très considérable , et le calcul peut 
ètXQ abrégé pa^ des artifices convenables à ce cas 
particulier , ou par des tables dressées d'avance {voyez^ 
à ce sujet la note Çj (*). 

1 38. Afin de donner aux calculs préoédens toute Texac- 



(*) Les calcnls précëdens fournissent des exemples remar- 
quables de 1^ proposition ënoQcee dans ia qote de la page ii4^j caç 
dans les developpemens de 



Vioo 100/ \.ioo. i.ooy Vioo 100/ 



eoo 



les plus gfaods termes, savoir, le.3« du,i«r développement, le 5« diK 
fccond et i,e 4i" au. troisième, e'tant respectivement 

0^373034, o,ig635i , 0,063264, 

43(fç^oyiS.en,t , comme oq. Toit , à^ez ràpiflcment j la somme dçs 
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titude dont ils êpnt lusceptiblcs ^ il faut tenir oompte 
de la diiFérence des époques auxquelles « suivant 1» 
contrat d*assurance , les sommes a et 6 doivent ee 
payer, ou, ce qui est la même chose, substituer aux 
kttres a et & les valeurs de ces sommes, réduites à 
la même époque. Quant à la valeur des probabilités 
exigées pour Ja perte et le gain, on la déterminerait 
à posteriori i •si Von connaissait les i^snltats moyea» 
d'un assez grand nombre d'opérations suivies avec 
succès , ou bien à priori , en les comparant avec dea 
probabilités de risques auxquels on s'expose volontai-» 
rement « sur des motifs p^us ou moins légers. L'un «t 



tcrmef qui le8 prëcèdeat, prenant les Talenrs 

0^404547, 0^439488, o,47$655„ 

f ^approche de plus en plus de o t 5 on * , et ie reste des tecmea de. 
chaque puissance , égal au complément à Tunitë, donne les va». 
|eat« 

o,3'ji33i9, 0|3^ii6i9 o,4S8o8i, 

moîodiies que les pr<{cédeQtve8 , mais tendant aussi vers |. 

Persuftdé que les appikfttions particulières frappent bien plus. 
Tesprit que des énoncés généraux, j'ai cru pouvoir m'arréter sur les. 

Précédentes , qui mettent en évidence les propriétés de la formule- 
n binôme, snr lesquelles reposent les i:ésnltat$ les plus importans, 
du calcul des probabilités (a6, 27, oS, 34)} et entre autres cette 
accumulation des termes plu^ forts dans les environs de celui qui, 
est le plus grand de tous (jo). Ellle est luen indiquée par Ja capidité 

avec laquelle décroît le rapport ^ ■ du nombre des termes. 

eotupris entre ceux qui répondent à la limite de la perte et A celle du 
gain , avec le notnbte total des termes du dévelc^ppement. Daa% le% 
e^pemples précédens , ce rapport devient successivement 

. 8 10 10 

r abx* ^* 4<»oV 
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Tautre de ces moyens ont été proposés par Condorcet , 
à Parttcie ASSURANCE ^ dans lef Dictionnaire de Ma- 
thématiques de r Encyclopédie méthodique, et bîeatôt 
)*indiqueiai les bases du second» 

i3g. A près avoir disc^é les intérêts de Tassuretir , il 
faudrait s'occuper de ceux de Fassuré, mais cela me 
mènerait trop loin. Je me bornerai à remarquer que la 
garantie des sommes assurées ne peut être fixée qde 
par une probabilité convenue . pour celle de la plus- 
grande perte , dont l'assureur soit tenu de répondre ;. 
on peut alors exiger que la somme destinée à cou- 
vrir cette per^e soit préalablement déposée ou assî-^ 
gnée sur des gages sulEsans. On voit que cette somme 
doit être la même que celle qui a été désignée par c~ 
dans le n* 137. 

Je terminerai ce qui regarde les assurances , en 
faisant observer que leur propriété caractéristique- 
est de tendre à ramener à une valeur moyenne 
le bénéfice de toutes les entreprises du même 
-genre , en quelque nombre qu'elles soient ; car 
c'est avec le gain que les assureurs font sur les 
assurés qui réussissent y qu'ils indemnisent ceux qui 
perdent : c'est donc à peu près comme si tous avaient 
hiis leufs fonds en commun et étaient convenus de 
réparer y au moins dans une certaine proportion , les 
pertes particulières. Ainsi , à l'égard des récoltes , 
c'est reverser dans les cantons où elles ont souffert ,^ 
une partie de l'excédant obtenu dans ceux où elles 
ont prospéré. Les assureurs sont les agens intermé- 
diaires de cette association fictive , et le profit qu'ils 
font doit être considéré comme le salaire des fonctions 
qu'ils y remplissent (^). S'il existait un autre moyen 

(*) Le principe indî<ia^ cî-deeras est pr^iiëment eelui qai sert de 
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de diviser les risques , TassuraDce deviendrait super^i» 
Que; et cela jurait lieu naturellement pour le négpcian;t 
quj prendrait part immédiatement à un très grand 
nombre d'entreprises , et le propriétaire qui aurait des 
poshessions disséminées dans un grand nombre de c;an-* 
tonâ éloigné* leâi uns des autres, 

•De la Probabilité des témoignages et des décisions^ 

i4q. Lorsqu'on peut T^ssimiler au jet d*un dé, le 
témoignage £^dmet Tapplicatiou du calcul des probabi- 
lités* et c'est ce qu'on a 4*^bord essayé de faire en 
^upposaqt que, sur un nombre donné de dépositions^ 
le m^me tén^oin 4it ou rencontre un même nombre de 
fois la vérité. Nous commencerons par tireir lea prin- 
cipales conséquences de pette hypoth^e^ dont nous dia- 
cuterons ensuite la convenance avec le sujet. . 

Soit y le nopibi^e des oasi dans lesquels le témoia 
dit vrai ^ m celui des cas contraires ; la probabilité 

de la vérité de sa déposition sera — : — . et la pror 

V + ^i ^ 

babilité contraire 



Supposons qu'un ^utre témoin , pour lequel le^ 
nombres analogues aux précédens soient v''et m'^ 
dépose du même fait ; les probabilités pour et contre 



v' . m' 



la vérité de son témoignage étant -7-7 — > et -7-7 — 7 . 

base aux assurances mutuelles y comme celle qui a lien à Paris 
pour les maisons incendiées. Les fpis^de rcgie sont les seuls à if 
charge des assumes, puîsqu^il n'y a ppint de bénéfices à donner aux 
assureurs. M. Fouriur a fait sur ce sujet un Me'aioire très interes-' 
snnt,dontoo trouve Textrait dans les Annalçs dç. Chimie et d^ 
Phfiique, 1. X, ji. 177 (fcvriçr 1819J1. 
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on aura , ayant que les dépositions soient connues i les 
probabilités 



que les témoins, s'accorderont , soit pour dire ?rai , 
soit pour mentir i et les probabilités 



vm' m/ 



/\ > 



(v 4- m) {i/+ m) * (1/ + m)(i/'+ tîi') 

qu*ils se contrediront, le premier déposant la Terité, 
le second mentant , et vice versa, • 

Quand les dépositions seront connues et qu*elles s*^ 
corderont, il n*y aura que les deux premiers évènemens 
indiqués ci-dessus qui seront possibles ; on aura donc 
les probabilités 

W mm' g -^ 



vi/' + m,w! W -f- mm! 

que Taccord des témoins sera en faveur de la vérité , 
ou bien pour le mensonge. 

S'ils se contredisent ^ les deux derniers évènemens 
devenant alors les seuls possibles, il en résultera les 
probabilités 

vm' ms/ 



vm' 4- w*^' * ^^' + Jnu' ' 

que la vérité* sera dans la déposition du premier té- 
moin , ou dans celle du second. 

' • ■ 

i^i* Il est facile d'étendre ces dernières formules 
à un nombre quelconque de témoins ; et si l'on assigne 
â leur témoignage la même probabilité , en posant 
V = v'=etc., ro='^' = etc. , que p soit le nombre 
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de ces témoins et qu'Us s'accordent, il en résiiltera 
pour la vérité du fait déposé , la probabilité —r- — - , 

et — pour le contraire. 

En divisant les deux termes de la première fraction 
par v', sa nouvelle forme , fera voir quelle 

augmente avec p lorsque v'^m, et qu'elle décroît si 
i^^m} que par conséquent, lorsque les témoins mentent 
ou se trompent plus souvent qu'ils ne disent la vérité , 
p][u« ifs sont nombreux et moins la concordance de 
leurs dépositions a de poids. 

S'ils se contredisent , et que sur la totalité il y en 
ait p ai&rmant et q niant le même fait , la probabilité 
que les premiers disent vrai sera 

y et sa contraire. 



En divisant les deux termes de ces fractions par v'm^» 
on les change en 

et 



vP-^-fmP^ ifP-1 + mf^' • 

qu'on obtiendrait pour les probabilités correspondantes 
â l'accord de p — q témoins ; la valeur de la déposition 
se réduit donc , dans ce cas , à celle d'une déposition 
unanime faite par un nombre de témoins égal à l'excès 
du nombre de ceux qui affirment sur celui de ceux qui 
nient. 

i^â* Lomqu'une personne rapporte ce qu'elle tient 
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d'osé mitre , que cette antre avait reçu d*iiii6 autre , 
et ainsi de suite» cette serte de témoignage, qui s'ap- 
pelle tradition, donne lieu à toutes les combinaisons 
indiquées au commencement du n^ 140 ; car dans la 
chaîne de témoins qui ont dép6sé saccessiyement du 
fait y le dernier étant seul entendu par la personne- qui 
prend l'information , laisse douter si celui qui le pré- 
cède a dit ou non ce qu'il lui fait dire , et en même 
temps si cette première déposition était une vérité ou 
un mensonge. £n ne considérant donc que deux per- 
sonnes dans la chaîne des témoins ^ il en résulte les 
quatre probabilités exprimées dans le n** cité. 

Les deux dernières correspondent évidemment à la 
fausseté de la tradition ^ puisque l'un des deux témoins 
a menti. Mais s'il s'agissait de témoignages rendus par 
oui ou par non, de propositions entièrement contra- 
dictoires y alors la deuxième probabilité , qui suppose 
que les deux dépositions .successives auraient été fausses, 
répondrait à la vérité , aussi bien que la première , 
qui les suppose vraies. £n effet , le premier témoin 
ayant dit oui lorsqu'il fallait dire non , le second , qui 
rapporte le contraire' de ce qu'il tient effectivement du 
premier, prononce oui , c'est-à-dire la vérité : on au- 
rait donc dans ce cas , pour la vérité de la tradition , 
la probabilité 

vi/'-f-mm' ^ . vm'-f- m/ .^ 

. , w / . — Kf et sa contraire, - , > (*). 

{*) Ce cas singulier a éié remarque par M. P. Prévost, professeur 
de philosophie , à Genève , dans ses leçons sur le calcul des prohahi- 
lités , oii il a distingué les témoignages en simultanés ou* oculatres, 
c| successifs ou traditionnels. Voyez le 9* volume de ses Essais 
de Philosophie, pag. 86, et nu Mdmoire qui lui eu commun 
avec M. PHuillier , et qui est mséré dans ceux de V Académie de 
Berlin, année 1797, pag. i3i. C'est de ce dernier écrh que f ai eir 
Irait en grande partie x:et article et lea deux suiyans. 



:252 TRAITÉ ÉLÊBIENTJLIRE 

La première de ces probabilités surpasse toujours I» 
seconde , lorsque Ton a en mène temps 

v>7n, v'^m'y ou v<m, v'<m'; 

car la différence des numérateurs est 

v\^+mm' — vm'— mi/' = (v— m) (/ — m') , 

produit positif quand ses deux facteurs sont de même 
signe. 

143. Si la chaîne traditionnelle se compose d*un 
nombre quelconque p de témoins , et que les déposi-*. 
tions de chacun aient une égale probabilité > les di- 
verses combinaisons de la vérité et de Terreur seront 
données par le développement de 



{y + my =^ 1/^+^ vP-»m +^ — i^ v» 



'm^ 



1.2^ 



4-P^""^=^^v>-»m» + etc.. 
i.a.3 ' 

dans lequel tous les termes où l'exposant de m est 
pair y indiquant un nombre pair de mensonges succea-i 
ûiéy devront être pris en faveur de la vérité de la tra-i 
ditipn I si les dépositions ne peuvent varier que contra-t 
dictoirement. Sa probabilité sera donc 

■ 

^p I P(P — yp^«^a ^ etc. 

' i.a ' 

(1/ + my 

et la probabilité contraire > 



1 .3.3 



! '*■ 
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Onâimplifie beaucoup ces expressions , en observant 
t[ue le numérateur de la première équivaut à 

I i ' Il » I ■ ■ ■ 
• a 

let celui de la seconde à 

{y + my — {y — my 

parce qu*elles deviennent alors respectivement 

2(v+my ~â r "'"V + my j ' 

(y + Tuy — (y — my _^ i f / y — m V) 

2(v-f'''»y fll V + wi/j 

i44* 1^Ç3 deux espèces de témoignages que nous 
avons considérées précédemment peuvent se combiner. 
Par exemple^ un nombre p de témoins déposent chacun 
séparément sur un fait qu'ils tiennent d'un individu qui 
l'a vu : alors la probabilité que les témoins rappor- 
tent fidèlement ce que celui-ci leur a dit , est , s'ils 
sont unanimes , 

y^ m^ 

(141) > «t sa contraire, 



Supposant que la probabilité du témoignage de celui 

.V m 

iiui a vu le fait soit aussi — • — , la contraire — : — , 
^ y + m v-^jn 

la probabilité de la vérité de la déposition finale sera 
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ai Ton ne doit y admettre que des témoignages «onfor» 
laes à la vérité , et 

qnatid deux mensonges successifa équivalent à la 
vérité. 

Si le même fait était transmis par plusieurs cbaînes 
de traditions distinctes, composées chacune d*un nombre 
p de dépositioift successives , dont la dernière seule ait 
été entendue par celui qui prend l'information ^ on au- 
rait d*abord , par chaque chaîne en particulier^ pour 
la vérité et pour Terreur , les probabilités 

en les désignant par /^et JVf, nommant q le nombre 
des chaînes de dépositions ^ et supposant qu'elles soient 
unanimes I il en résulterait une probabilité 

en faveur de la vérité du fait énoncé. 

La marche de cette expression dépend du rapport 
de V à m ; et pour la déterminer , il faut d*abord ob- 
server que celle de M est contraire à celle de ^, puis- 
que ^+ il/= 1 , qu'ensuite , lorsque v = m , on a 
/^=il!f=i, et que cette valeur est une limite vers 
laquelle tendent , dans tous les autres cas , ces quantités 
à mesure que p augmente. La première est toujours 
>> ^ quand v surpasse m ; mais si le contraire a lieu , 
il en résultera ^<^i ou > ^ , selon que p sera impair 
ou pair. Ce changement singulier , que produit l'addi- 
tion d'un seul témoin à une chaîne d'ailleurs aussi nom- 
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breuse qa*0Q le voudra , vient du double témoignage . 
erroné, compté comme vrai (i 42). 

145. Nous avons supposé îusqn'ici que les déposi^ 
tions étaient entièrement vraies ou entièrement faus^ 
ses, ce qui n*a réellement Heu que lorsque Finfor- 
lufttion est réduite à des interrogaticHis simples ^ aux- 
quelles on ne peut répondre que 01» oU non. C*«Bt à 
ce point qWil faut toujours tâcher de les ramener , 
en analysant les énoncés ; mais quand la dioie n'est 
pas possible , on doit distinguer plus de deux sortes 
de témoignages. Lambert , qui s*en est occupé dans 
son Nouum Organon , Tes a claseés en inttis , irui^ 
gnifians ou nuls^ et faux. 

Si Ton prend toujours le dé pour emblème j cela re- 
vient à supposer qu'il a.trois sortes de faces , et qu'en 
conséquence op doit embrasser dans chaque épreuve un 
pareil nombre d'évènemens possibles. Les formules re- 
latives à ce cas (54) résolvent toutes les questions ana- 
logues aux précédentes; mais le calcul devient trop 
long pour trouver place dans ce Traité. . 

146* Quand on considère combien de faits extraor-ï' , 
dînaîres ont été reconnus faux, quoique appuyés sur 
des témoignages multipliés ou d'une autorité imposante, 
on est porté , toutes choses d'ailleurs égales , à donner 
d'autant moins de confiance aux dépositions , que les 
faits qu'elles attestent s'écartent plus de ce ç[ui se 
passe habituellement sôus nos yeux. En effet, si, lors* 
qu il s'agit de tels faits , le nombre de mensonges ou 
d'erreurs est dans un rapport beaucoup plus grand avec 
le nombre total des dépositions , que lorsqu'il s'agit des 
faits compris dans l'ordre constamment observé, le 
poids du]témoignage ne doit pas être le même pour les 
premierd][que pour les derniers ; la forme du dé doit 
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• 

* changer avec la natâfre da fait : mab c'est encore îc$ 
une de ces circonstances dont |*ai parlé dans le h* 7& ^ 
où Ton cherche à donner au calcul une fdrme qui 
rapproche ses résultats des aperçus du bon gens. On 
voit bien qu'il faut substituer au raj^ort com^taA par 
lequel on représente la probabilité du témoignage, 
suivant l'hypothèse du n^ 140 > une expression qui le 
fasse décroître avec la vraisemblance prcy^re du fait 
attesté; mais on ne trouve pas dans la naturô du 
sujet > des conditions assez étroites pour établir une 
relation précise entre ces deux élémens. On s'est ar- 
rêté à regarder la probabilité propre du £ait comme 
représentant celle d'un second témoignage recueilli 
concurremment avec le premier, ce qui donne pouf 
cette déposition ^ les probabilités 



sf\f ntw! 



en supposant que la probabilité propre du fait soit 

s/ tu' 

-7-. — V » et sa contraire -7—. — > (*)• 

Si ce fait est, par exemple^ l'extraction d*une boule 
blanche , d'une urne qui ne contient que cette boule 
mêlée avec 999 999 boules noires^ on aura 

v'=i, m' = 999 999, 

et la probabilité favorable au témoignage sera ré- 
duite à 



*'+999 999^" 



• (*) C'esi ce qn*a fait Gondorcet, Mém, de VAcad. des Scient 
ceff «inn. 1783 , p. 553. 
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i47.**M[- L»place ^ conslflérant i part la probité da 
témoin et son intelligence , exprime séparément la pro- 
babilité que le témoin dit ce qu*U a vu on enteôdn , 
«t celle qa*il a bien vu ou bien entendu (^. De là 
résultent, sur Sa déposition , les quatre hypothèses 
suivantes : 



1®. n connaît la venté ^ \ ^ * j- i / .^/ 

.. , , „ > €t veut dure la vérité , 

Q?. ou 11 est dans 1 erreur, | 

S^". Il connatt la vérité , 

4^. ouilestdansTenreur, 



}et veut mentir. 



La dernière (comprend un cas semblable à celui du 
double témoignage erroné (i4^) » puisqu'en chercbani 
à tromper sur cette vérité qu*il ne connaît pas , le té- 
moin peut la rencontrer. Il est d'ailleurs visible que 
cette classification des évènemens revient à faire du 
témoin deux personnes» qui déposent l'une après 
l'autre, dans chaque As. Combinant les deux té- 
moignages successifs avec la probabilité propre du fait, 
M. Laplace calcqk la probabilité de chaque hypo- 
thèse , et divise par la somme de toutes ces proba- 
bilités^ la somme de celles qui sont pour là vérité 
de la déposition. 

En nommant., avec lui , p la probabilité que le té- 
moin veut dire la vérité, r la probabilité qu'il l'a saisie , 

et - celle du fait rapporté , qui est ici Textraction 
n 

du numéro i , d'une urne qui en contient n , ou aura 



l*) Théorie analytique de$ Prohahilités , p. 44^. 
a* édition. >7 
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I^our la T^rM , dans la première hypothèse ^ la *prob^ 

biUtéC-''. 
. n 

Daps la seconde^ où le numéro i n*eât pas sorti , 

la probabilité de cet événement est , et ôelfe dé* 

n 

Terreur du témoin est i •— r ; cependant il n'en faut 
pas condttte que la probabilité composée soit. ^. . . 

p(i — r) — , parce qnfe la rioïi sortie du liiiàiérô i 

n'est pas tout Tévènement arrivé; il y a encore le faux 
aperçu du- numéro i parmi les n— r i qui ne .sont pas . 

sbttîs , illusion dont la probabilité est •^-^^. fer iyiiiit? 
^gard à cette circonstance ^ la pr<xbabilit4 de/I'évône- 

thèse. Ç^iriL>. • - -j;-' 

n •■■::. 

Dans la troisième^ il faut conlbirier eiï^éndrl^ lên^ 
;^obâtbilîtés i — p (fûfe lé' t^tttoîn i»etit, t (Jïk'il fcoiîMft:* 

la vérité , et ~ celle qui résulte de la non sortie du nu- 

n * * 

méro i et-du choi^ • qu'en- fait le-jtémoin ^ron a ptifur 



n 



Dans la quatrième hypotnèiiÈ/ , (» — p) (i — r) est 
la probabilité jwrbpre du iténïoignaçs/'puisqnè' le té^ 
moin ment et ne connaît pas la vérité ; mjjs, l'événe- 
ment peut êtrela sortie ou la non sortie" Jtr numéro' f. 

La probabilité du premier cas est -'; le femom croyaùt 

un autre numéro sorti , fera toujours le choix ai soa 



éhonoé patnii n — - 1 numéros seulement ; la pr^dMfbi- 
lité que ce choix tombera sur i sera par conséquent 

. et comme ce choix doit concourir arec la 

n — 1 

sortie du numéro i , la probabilité de révènement sera 

■ .j celle de ce cas du témoignage, - — /^ -2 ; 

et ir ne faut pas oublier qu*îl bst eh fayeur 'de la 
vérité. 

Si Ton ne le distingue pas de tous ceux qdi sont 
TJorapHs dans la dernière hypothèse, ropînion du 
fémdîn portant toujours sur la sortie d'un numéro qui 

n'est pas i , aura une probabilité -r; ; la probabilité 

qu*il choisira Ceîuî-là parmi les n — i numéros ^^I 

croit n'être pas sortis, sera — ; — ; et la probabilité de 

réyènément sera par conséquent encore •-*, ainsi k 

probabilité de l'hypothèse sera ^ — -. 

On aura donc en&n 

n. n n n 

p'+ — jrri — ' . 



expression qui se réduit à p , si r'ras i , c^6Bt^««dire , ii 
le témoin n*ést pas susceptible dase tromper, et -qui 
dimintie à 'mfesute que n augitiefifte. 
' Peut- étire dàhs iûëfte qttësèdn pbofrïait-^èn ^toSc 

17.. 
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quelque doute sur la nécessité de faire entrer dans le 
calcul la probabilité du choix que le témoin fait d*un 
numéro autre que celui qu*il sait ou qu'il croit être 
sotti ; et comment d'ailleurs déterminer séparément les 
probabilités r et p? Il est donc difficile de croire que 
la formule ci-dessus serve autrement que comme un 
exemple des considérations ingénieuses que peut fournir 
le sujet qui nous occupe. Je rapporterai encore, dans 
cette vue 9 la question suivante tirée du même ou- 
vrage. 

i48. Soient deux urnes Aet B , la première conte- 
nant n boules blanches , et la seconde n boules noi- 
res;, on a tiré de l'une de ces urnes, on ignore de 
laquelle , une boule qui a été mise dans T autre , et 
ensuite on a tiré une boule de cette dernière. Deux 
témoins , dont F un n'a vu que le premier tirage, et 
Vautre que le second , affirment quil en est sorti une 
boiile blanche ; quelle est la probabilité de ce fait ? 
La difficulté se trouve ici dans l'ensemble des deux té- 
moignages ; car chacun en particulier n'affirme qu'une 
chose très possible ^ puisque l'une des deux urnes ne 
renfermant que des boules blanches , si l'on ne consi- 
dère qu'un seul tirage , la probabilité que la boule a 
été prise dans cette urne est l. Mais si l'on suppose que 
le premier tirage ait eu lieu dans l'urne A, le deuxième 
ayant nécessairement lieu dans l'urne B, qui ne con- 
tient de boule blanche que celle qui est sortie de 
l'urne jé , la secondb apparition de cette boule devient 
d'autant moins probable que le nombre des boules 
noires est plus grand; et ce cas est le seul dans lequel 
les témoignages puissent être vrais tous deux. 

Soient donc q et 9' les probabilités de la véracité 
de chaque témoin en particulier, et évaluons celle 
des diverses hypothèses que le sujet présente, l^ Cest 
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Turne ji qui a fourni le premier tirage : j étaut la 
probabilité de ce fait , q celle que le témoin dit vrai » 

la probabilité de la dépo;iition est ~ ; mais Turne ^^lôrs-* 

qu'on y fait le second tirage , contenant n + 1 boules ^ 
dont une blanche ^ la prol^bilité*du fait attesté par le 

second témoin est — -. — ; celle Qu'il dit la vérité étant 

a' 
q\ J " exprime la probabilité de sa déposition , 

r 

et -- — ^ — - celle de la vérité de leur accord. 

a^. Si le 22** témoin ment. la boule sortie de Turne B 
était noire ; alors la probabilité — ; — de cette sor- 

*^ 71 + 1 

tie ^ combinée avec 1— 9^ probabilité du mensonge 
du a^ témoin , donnera pour la fausseté de sa^' dépo- 
li — n'^n. 

bition , ^: — ^ ■ , et pour la vérité de l'hypothèse 

q(,i — q')n 
a(» + i) • 

3^. Si le 1*^ témoin ment^ la première boule était 
noire et sortait nécessairement de l'urne ^; la probabi- 
lité de cette partie de l'hypothèse est ^ (1 -—9). Alors 
le second tirage s'étant fait dans l'urne A^ qui renfer-* 
niait n boules blanches et 1 seule noire , I4 probabilité 

de la sortie d'une boule blanche sera — *; — , celle de 

n + i 



la déposition du second témoin ■ et celle de Thy- 

pothèse 



4^. Si le fi* témoin ment aussi ^ la boule sortie de 
l'urne A au fi' tirage était noire j la probabilité de cette> 
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éorfit étant aIor« ■ ^ , cell« de la prob^iUti de 

1— o' 
c6tte.par(|ie.do Thjpotlièae sera ■ a et celle de toute 

La probabilité relative de la première hypottiëse , la 
leule qui rende le« deiqi témoignage* vrais , sera dono 

q<f + qii — €l')n + (^i—q)q'n + (i^q)ii—q'y 
et ^min^era à mesure que n augmentera. Si L'on fait 

qz=:q'z=z-^, ii=ioooooo, 

^ ^ lO 

8i 

ou obliefi^ra la trib^ petite fraction -rs n-;.' 

'^ .1800008a 

149* La discussion des témoignages touchant à des 
matières sur lesquelles on avait pris d'avance, un parti , 
il est arrivé que plusieurs auteurs ont arrangé le calcul 
pour le. résultat quih voulaient , ou qu'ils avaient be- 
soin de trouver. Ce n'est qu'ainsi , du moips , qu'on peut 
«cliquer la. théorie des témoignages simultanés , pu- 
bliée sans nom d'auteur, dans le n^ 956 des. Tran-* 
^actÎQTis philosophiques^ (p. SBg , année 1G99), le plus 
ancien, écrit que je connaisse sur ce sujet , et qui a 
été adoptée par^Bicquiiley> dans son traité Du Cal^ 
cul des Probabilités (en 1783). Effrayé sans doute 
pour le but qu'il voulait atteindre , de la rapidité avec 
laquelle diminue la probabilité de ces témoignages 
lorsque Ton combine entre elles ^ comme on le doit, 
les chances de chaque témoignage , et que sa probabi- 
lité propre «ft aU"<]es«oufl de 2(i40> Tauteur anglais 
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* • « 

avance que lorsqu'un premier témoin a déposé d*an 
fait j sa couErmatipn par un second témoin déti:uit tou- 
jours une partie de Tincertitude qu*a laissée .le pre- 
mier^ et diminue en conséquence la probabilité con- 
traire , d'une partie proportionnelle ^ la probabilité de 
la seconde déposition. Par exemple ^ si | exprime la 
probabilité du premier ténK)ignage, ^ celle du second, 
celui-ci ajoutera à la première {.5^, et l'on aura en con- 
séquence j, pour l'ensemble des deux témoignages, la piio- 
ibabilité 



a 



+ 



l i= 9 



4!3 la"- 

tandis que suivant tè» formules du n^i 46, elle nagerait 
que f.- . 

En rais^onnant de* même, sur un nombi'é quelconque 
de témoignages où les probabilités de l'erreur seraient 
n , n\ /i", etc. , on trouvera pour celle de Ja vérité 

1 — 7i-4-'î(i — 7i')==:i — nfi' , par a* témoignages ,, 
1 — njif 4- nn'{i — n"^) ==i 1 — nnfn", par 3 , 
etc., 

expressions dont les valeurs forment une suite croissante 
quelles que soient les probabilités n, n', etc., et desquelles 
il résulte par conséquent , que la probabilité d'un fait 
croit tojujour^ avec le nombre des témoins oculaires» 
Cette conclusion peut être commode dans certains cas , 
mais elle suffit aussi pour montrer la fausseté de Thy- 
pothèse ; car il ne faut qu un peu réfléchir pour se con- 
vaincre de la difficulté et presque de Tim possibilité où 
sont des spectateurs ignorans et nombreux, de ne pas 
•e tromper sur l'apparence des faits extraordinaires. 
Lorsque les faiseurs de tours opèrent adroitement , et 
qu'on fait abstraction de la défiance que doivent inspireit 
à des esprits éclairés les apparences contraires à Fexpé- 
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riet^ce de. Ibti6 les jours | aucun des spectateurs a-t-fl 
pour ne pas croire à la réalité des prodiges qu'on lui pré* 
itfnte , d*autre motif que le but et la forme du specta- 
cJtL? Qu*au lieu des circonstances qui avertissent de Til- 
hision , un sérieux solennel accoippagne ces prétendue 
prodiges ; qu*4ls soient attribués à un pouvoir sumatu-' 
rel ; qu'ils Codent à exciter Teutbousiasme^ à caresser le 
goût que le vulgaire a pour ce qui sort des voies ordi- 
naires dé 1^ nature , on pour trancber les difficultés de- 
vant lesquelles la raison est forcée de s'arrêter : il est 
bien certain qne plus les témoins seront nombreux^ plus 
la probabilité de l'erreur augmentera. Hume l'a bien 
prouvé ; les prodiges sont très difficiles , pour ne pas dire 
impossibles à constater (*). Ce n*e6t pas que les phéno- 
mènes le» plus répétés dans la nature , vus une première 
fois 9 ne puissent passer pour des prodiges ^ et qu'il sok 
conforme à la saine raison de faire des bornes de notre 
expérience la limite du possible ; mais aussi n'est-ce pas 
la première apparition de ces phénomènes qui en con- 
state l'existence. Long-temps on a nié ^ et avec raison en 
égard au caractère des relations » au but des narrateurs , 
la chute des pierres tombées du cieK Cet exemple très 
récent de la manière dont un fait extraordinaire finit par 
prendre place au nombre des réalités » prouve bien que 
c'est par des observations successives , particulières , et 
par des discussions désintéressées que la vérité s'établit; 
Si , lorsque le géomètre Fatio de Duillier , égaré par un 
enthousiasme fanatique ^ entreprit publiquement à Lon- 
dres de ressusciter un mort (en 1707)^ il eût été de mau- 
vaise foi , qu'il eût pris ses mesures en conséquence de 
son but^ et qu'il eût été moins surveillé par la police du 
gouvernement y à coup sûr il n'aurait pas manqué son 

(^ Mêsaià philosophiques sur les Miracles, 
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prodige. La liquéfaction du sang de »aint Janvier à 
Napled , a tonjourâ de nombreux témoins qui voient quel- 
que chose-de solide en apparence, devenir coulant; mais 
qu*eât*-ce qui établit que cette ma^se est du sang coagulé, 
que c'e^t celui de saint Janvier, et que son changement 
d*état n*est pa3 un effet chimiq^ue? Les prodiges opéréa 
dans les temples des Payens , qui précédaient ou accom- 
pagnaient les oracles , et dont quelques-uns ont été re« 
produits sous nos yeux par Tart du ventriloque , étaient 
dans l'antiquité des faits appuyés sur une multitude de 
témoignages. Auàsi voit-on que des hommes , d'ailleurs 
d'un grand sens, paraissenty donner une eutière croyance, 
et que dans les débats de la religion chrétienne avec les 
anciens cultes , le plus souvent on accorde de part et 
d'autre la réalité des miracles , on ne diOere que sur les 
êtres auxquels on les attribue (**). 

Plus tard, en recueillant les téhioignages de ceux qui 
ont vu des revenans, qui ont eu une part active ou pas- 
sive à des opérations magiques, des sortilèges, n'en 
trouverait-on pas plus qu'il n'en faut pour donner à ces 
chimères une très grande probabilité^ et elles étaient 
tellement conformes alors aux habitudes de l'esprit •« 
qu'on y croyait sur les plus légers indices. 

i5o. Si donc l'hypothèse du n® 140, adoptée par les 
géomètres les plus célèbres, qui ont traité ce sujet, n& 
répond pas exactement à toutes les circonstances qu'il 
présente , ce n'est pas parce qu'elle accorde trop peu de 
poids au témoignage , mais bien parce que ce sujet ne 
saurait se prêter au calcul à cause que la véracité et la 
sagacité des hommes , quand ils sont fortement agités , 
éprouvent des changemens brusques , et principalement 

• I 

C) y^y^^ ^^^^ Tacite (£fùt. lib* îm, caj), 81) le mkacle opère par 
Vcspasiendans Alexandrie , le Traité d/Qrigène contre Cetse , et 
JuUani imperatoris opéra, Lipsic, ifycfif p. 191^ a« pagiu. 



\ 
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lonqu il s'agit de faits merveilleux. Outre que ces fait» 
olFrentplus de causes d'illusion que les autres, notte 
penchant à l'enthousiasme nous rend peu capables de 
les examiner; et par eux-mêmes , ou par les suggestions 
du' charlatanisme y ils se lient presque toujours à de 
grands intérêts qui nous préoccupent fortement ou qui 
font taire la voix de notre consciience. 

Cependant ^ sans recourir à des hypothèses plus eu 
moins compliquées , la lecture de l*Hidtoire suilit pour 
nous faire apprécier le peu de confiance que mérite 1« 
témoignage y lorsqu'il tend à établir des faits contraires 
à l'ordre accoutumé de la nature, puisque les prodiges 
si multipliés dans les temps d'ignorance , diminuent arec 
l'accroissement des lumières , qui y ramenant l'esprit de 
doute et d'examen , rend très difficiles » ou au moins 
très peu durables , les illusions si fréquentes lorsque les 
sciences sont encore dans l'enfance. On ne peut pas as- 
signer des nombres précis pour les degrés de valeur du 
témoignage dans chaque circonstance ; mais comme eh 
parcourant les temps et les lieux, on voit les prodiges 
les plus accrédités reconnus pour faux, et remplacés par 
d'autres qui ont bientôt à leur tour le même sort, on 
peut dire que plus on embrasse de temps et d'espace , 
plus on reconnaît la faiblesse de la probabilité de ce 
genre de faits, et que la constance des lois de la nature, 
dont les voyages et les découvertes scientifiques nous 
apportent chaque jour de nouvelles preuves , doit servir 
de base à tous nos jugemens. 

Cet affaiblissement du témoignage avec le temps , n'a 
rien de commun avec l'oubli dans lequel tombent à la 
Jongue les faits simples confiés à la seule mémoire des 
hommes , ou à des monumeiis que la vétusté et les révo- 
lutions détruisent assez promptement, parce qu'ils sont 
peu multipliés. Les données manquent pour soumettre 
au calcul cette perte des souvenirs ; mais l'art de l'impri- 
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merie Y à prodigieusement diminuée ; et tant que les ou- 
vrages où sont consignées les discussions profondes ou 
piquantes , qui classent suivant leur véritable impor- 
tance, les faits et les opinions dont se composent lea 
sciences et la philosophie ; subsisteront , il sera impos- 
sible de ressusciter d'une manière durable les an- 
ciennes erreurs, ou d'en établir de nouvelles (*). 

i5i. Les décisions rendues à la pluralité des voix , 
par des assemblées ou des tribunaux, ont un grand rap- 
port avec les témoignages et peuvent être également 
soumises au calcul des probabilités , si Ton suppose que 
les habitudes de l'esprit de chaque votant soient assez 
constates pour qu'il y ait toujours le même rapport 
entre le nombre des votes où il prononce conformé- 
ment à là vérité , et celui des votes où il se trompe ; en- 
fiorte que v désignant le premier de ces nombres , et 77» 
le second, la probabilité de la vérité d'un vote soit 

V . m 

et sa contraire , 



Les différens termes du développement de (v + m)** 
indiqueront toutes les combinaisons suivant lesquelfe» 
pourra se partager , entre la véHté et l'erreur, un nom- 
bre p de votans supposés également probes et également 
éclairés : ainsi le terme général 

1 .9.3, . .q 

(*) C'est en confondant les effets du progrès des lumières arec 
l'afi^iblissement de la tradition, que Craip; ent la bizarre idcc d'op-( 
pliqncr le câlcnl à la théologie , afin d'assigner Iq dnrée du christia- 
nisme, d'après l'af&iblissemeat graduel des te'moignngcs sur lesquels 
il«st fondé , et trouvait pour cette dnrce 1454 ans, à partir de i6çg. 
An bout de ce terme un second avènement de J. C. et une seoondif 
révélation devaient rétablir la foi dans toute sa force. (Voyez Théo- 
lûgiûf ehriiùanm Principia màtk^matica.) 
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exprimant I^ nombre de$ eombkiaîâODs dans lesqufellet 
il y a p — ç votei pour la vérité et q pour Ferreur , l«t 
probabilité de ce partage sera 

Si Ton demande la probabilité que la décision sera 
rendue à Tunanimité , sans distinguer les votes pour la 
vérité de ceux qui sont pour Terreur^ on aura 

iv+my^ 

Lorsque la décision est portée et qn*^on sait le nombre 
des votans qui ont été pour et de ceux qui ont été contre y 
il ne faut plus alors faire entrer dans la probabilité cher- 
chée, que les combinaisons qui s'accordent avec ces 
données; et on trouve^ comme dans le n® i4t > que la 
probabilité, de la vérité d*une décision rendue à Tuna- 
niniité par un nombre p de votans » eit 



v^ 



et seulement 



vP+mP' 






lc)r2»que p sont pour cette décision et g contre, ou qu'elle 
n a obtenu que la pluralité p — ç. De plus, les remar- 
ques faites sur la marche de ces probabilités , lorsqu'il 
s'agissait des témoignages (i 40» ^'^^ également lieu pour 
les décisions j et s*accordent avec le bon sens , en indi- 
quant qu'on doit attendre la justes.<edes décisions, plutôt 
des lumières que du nombre des votans. 

i52. Ensu^yposant qu ici, comme dans tous les autres 
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Igenres de hasard > les évènemens , quand ils sont très ré- 
pétés , manifestent des rapports fort approchans de leur 
probabilité y ofi peut déterminer le rapport des nombres 
V etm, lorsque Ton connaît » dans une longue suite de 
décisions, le rapport du nombre total au nombre de celles 
qui ont été portées à Tunanimité, et le nombre des yo- 
tans qu*on suppose avoir toujours été le même; car si l'on 

désigne ce rapport par - , on aura sensiblement 



(1/ -f- my n 

Ce moyen à été proposé par M. Laplace (*) ; et en 
faisant pour abréger 



= € , d*où 



on en tire l'équation 

n 

qui fera connaître la valeur de la probabilité e. Cette 
équation , qui ne monte qu'au a* degré quand p = 3 , 

donne alors e = ï — V/ — — -; et si Ton suppose que 
la moitié des décisions ait été portée à Tunanimité , ou 

T I 

que -=-, on en déduit 6=0,789 : c'est la probabilité 

de la vérité de chaque vote, d'après l'hypothèse établie. 
Tirant ensuite de l'équation ci-dessus la valeur de e'^, 
pour la substituer dans la formule 

yf _ éf 
vr-f-m'' ~e'' + (i — ey * 

l^) Théorie analytique des Prohalntités i pag. 460. 
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qui exprime la probabilité de la vérité d'une décmon 
rendue à runaoîmité, on obtiendra 

« 

on aurait pu également éliminer (i — ey au lieu de e'. 
Ces formules sont très simples^ mais elles supposent 

constant le rapport — , hypothèse qui paraît d'abord 

inadmissible pour un long espace de temps , pendant le- 
quel lesprincipes politiques, administratifs et judiciaires 
varient avec rétat fies lumières , et les opinionrtadôp- 
tées sur les droits communs à tous ]es hommes, du>par- 
ticuliers à certaines classes de la société , et qui même 
ne peut avoir lieu quand ces circonstances n'auraient 
pas cbabgé. 

1 53. En effet , la formule 



présente wr?e cbiiséc^uenèe qtie le bon âfens rejette. "Elle 
demeure la même tant, ^ue le nombre p—^ ne change 
pas, quel que soit d'ailleurs^p + ^ qui exprime celui des 
Vbtans , en y faisant, par exemple , p =fr 26 , 9 =^ ro , mi 
bien p=220', . et ç=r ao5. Dans ces deux cas, la ma- 
jorité p — q est également de i5 voix; mais on ne 
pourra s'empêcher d'attacher bien plus de confiance â 
la pféwiière décision ^u'à la seconde , parce qu'on est 
porté à estimer le poids de la majorité des suffrages, 
non par leur nombre absolu , mais par le rapport de ce 
nombre avec celui des votans (*). 

En cherchant à se rendre compte de l'exception qu« 

(*) Essai sur la Probabilitc des Décisions, \t. 7.Sfl» 
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•s . 

fait ici la raison naturelle à une déduction rigoureuse du 
calcul', il faut reconnaître, avec Condorcet, que cette 
dîminùtion de confiance porté alors sur là proBabilité de 
la vérité de chaque vote, probabilité qu'on regarde 
comme plus petite quand la décision e'st rendue à une . 
faible pluralité que dans le cas contraire , ce qui peut 
tenir à (adifficiilte particulière de la question à décider. 
Par la on rentre dans les principes généraux sur lesquels 
ïe calcul et ïe bon sens s'accordent ; car le plus grand 
terme dû développement de. (1/ + 7ny étant celui où 
les fixposans des lettres v et m sont dans lé rapport dé 
ces nombres , ou s'er^ approchent le plus (23) , ces ex- 
posans indiquent la division des votes la plus proSatle 
danâ unei Âasemblée ,.^t toute .autre- Test d^autant mô'înai / 
qu'elle s'écarte plus de cellerli- 

tJnè' longue suite de décisions portées par lès ûiême3 
votaris, sur dés questions de même genre , à une pluralité 
à peu près constante, ferait donc connaître les limites du 
partage le pius probable des votés, çt côîiduitdîtà des 
valeurs approchées du i*apport des nombres > et tti ; 
mais é€? môyeh d^ le déterminer tTèjit^gn^érè plus fii-dtî- 
cable que celui du n*> ^Sa. La révision des décisions 
anciennes , par un nombre suiHIant de personnes très 
éclairées et dégagées de tout intérêt relatif 'à ces déci- 
sions et aux votans qui ks ortt rendues , doniierait sans 
doute des lumières importanfes, si id ftfaVàil de éëîfî» 
réVtsidW n'étôit pas à peu près impoidéiblè à é!*éfcuiër , 
dii pàtcè^t^ue lès^ hktériaM'ttiàriqiiièrit, 'èù'iîen •^àrëë^ 
qu'ib febiit fro^ ûiùltipHés cft trcrpf'ôbscHr?. 

1 54. (^uôi qu'il en soît , cette nécessite dé regarder la 
probabilité de la vérité de chaque vote", comme pou- 
vant Varjermêmè' dans Tétât de choses le plus ordinaire, 
oblige' de substituer aux expressions dés probabilité» 
à prioH;cb\\ei d^i probabilités à jjùsienori; et par ce 
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moyen Condorcet trouve, en e/Fet, que la probabilité 
d^une décision doit diminuer quand le nombre des vo* 
tans augmente , et que la pluralité reste la même. Nous 
n'indiquerons qu'une seule des hypothèses qu'il exa- 
mine , celle à laquelle il s'arrête. Ayant reconnu qu'on 
ne pouvait arriver avec quelque apparence d'exacti- 
tude y qu'à une probabilité assez considérable que celle 
de la vérité de chiique vote est renfermée entre des li- 
mites données , il cherche la probabilité moyenne de 
la vérité d'une décision portée par un nombre donné 
de votans y à une pluralité donnée {^, 

En désignant par a et 6 les valeurs entre lesquelles 
doit demeurer comprise la probabilité représentée ci- 

dessus par — j — , on trouvera, par les considérations 

V-f-7îl 

du n*^ ^3» qne les probabilités moyennes qu'il y a ea p 
votes pour la vérité et q pour Terreur, ou bien le con- 
traire, sont 

ce qui donne pour la probabilité relative du i**^ cas, 
' r*_ZILr« 

(^f^oyez aussi la Note III.) 

M. Laplace , qui n'avait point eu égard à ces remar- 
ques dans la seconde édition de sa Théorie analytique 
des Probabilités , s'en est occupé , pour la 3* édition de 
son Essai philosophique sur ce sujet ; et il donne aux 
limites a et b , que Condorcet suppose déduites de 
l'examen de décisions antérieures , les valeurs ^ et i , les 

'■' . ■ m > ■■ ■■ . p ■ ■ ■ I I ■ 

(*} Essai sur la Probabilité des Décisiontf pag. a44~^4^* 
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pilus distantes que Ton piiisse adopter , puisqu^il CMst 
d*étre probable *qu*uQe décision rendue à la pluralité 
dés voix , sera conforme à la vérité, quand la probabilité 
de chaque vote est au- dessous de ^ (i5i). Voici quel- 
ques résultats de cette hypothèse, rapportés à la p. iSg, 
de Touvrage que je viens de citer et que donne aussi la 
formule précédente : u Dans les tribunaux spéciaux où 
n cinq voix , sur huit , suffisent pour la condamnation 
11 de l'accusé , la probabilité de l'erreur à craindre sur 
D la bonté du jugement est ^ ou au-dessus àê ^. La 
y) grandeur de cette fraction , dît avec raison«M. La- 
rt place, est effrayante, n Dans un jury, composé de 
douze membres, la probabilité de Terreur n'est que 



109? 



tIj- , un peu plus grande que | , lorsque la décision 



mb 



est portée par 8 voix , —^ ou environ — quand la 
majorité est de 9 voix, et seulement YTâi pour Tunani- 
mité , ce qui est la condition du jury anglais ; d'où il 
suit que ce jury aurait l'avantage, si d'autres considé- 
rations tie prouvaient que cette unanimité peut souvent 
être forcée. Mais ce qui doit rassui'er sur les décisions 
des jurys, en temps ordinaire, lorsque les membres 
qui les composent né sont prévenus d'aucun sentiment 
pour ou Contre la classe d'accusés qu'on leur présente, 
et ce qui fonde leur supériorité sur les anciens tribu- 
naux, c'est la terreur que sent dans son âme tout 
homme compatissant , d'en condamner un autre in- 
justement ou à une peine trop sévère , sentiment que 
la longue habitude d'examiner et de juger des accuséi 
affaibht beaucoup dans les meilleurs naturels , comra© 
le remarque M. Laplace. Rien n'est donc plus affli- 
geant pour l'humanité et la justice , que la nécessité , 
si tant est qu'elle existe, de créer des tribunaux extraor- 
dinaires , dans lesquels il est bien difficile que Taccusé 
ne trouve pas d'abord par la nature du délit qui lui ut 

a» édition, i8 
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imputé , une prévention très défavorable ; aussi les mo* 
tive-t-on principalement sur le danger que^ dans certains 
cas, Timpunité des coupables peut faire courir à la so* 
Giété (*). 

i55. Condorcet a eu égard à cette dernière circon- 
stance pour les délits ordinaires ; et cherchant à conci- 
lier les intérêts d'un accusé avec la sûreté de la société^ 
il consacre la première partie de son ouvrage à déter- 
miner dans un grand nombre d'hypothèses de pluralité, 
la probabilité qu un innocent ne serait pas condamné , 
et celle qt'un coupable ne serait pas absous. Four cela 
il s'est proposé les questions suivantes : i*^. quelle est la 
probabilité que l'erreur n obtiendra pas la pluralité exi" 
gée ? 2**. quelle est celle qiie la vérité obtiendra cette 
pluralité? évènemens qui ne sont pas contradictoires 
quand on exige plus que la siioiple majorité , ou que 
le nombre des votans est pair. 

£n eiFet , si Ton suppose constante la probabilité de 
la vérité de chaque vote , que pour abréger on fasse 

m ^ 



V+721 V + T» 

I 

et qu*il y ait p votans , on aura 

1 «3.3. . . ,q 



(*) Voyez aussi dans les Annales de Mathématiques pures et 
appliquées (t. IX, p. 3o6)y des observations très bien fondées, sarles 
inconve'niens de réunifies opinions des juges à celles du jury, dans 
certains cas , ce qui diminue beaucoup la confiance due au jugemeiu, 
«t aggrave le sort d^ Paccusé. 
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pour là probabilité que le nombre des votes conforme^ 
â la vérité , ne tombera pas au-dessous de p — ç ; si 
donc on exige la pluralité jr, poiir condamner un accusé, 
et qu'il soit renvoyé s'il n'a pas cette pluralité contre 
luij l'expression précédente continuée jusqu'à ce que 

<7-.(p*^9)=r~2, d'où ^rr:^-^'" — 1, 

donnera la probabilité que la vérité n*aura pas contre 
elle la pluralité , et par conséquent que l'accusé ne sera 
pas condamné injustement : voilà pour la première 
question. 

La seconde dépend encore de l'expression ci-dessus , 
mais continuée seulement jusqu'à ce* que 

• p—Q—q=r, d'où 9=2z:r, 

condition d'après laquelle la vérité ayant au moins la 
pluralité exigée , sera nécessairement adoptée , et par 
conséquent l'accusé condamné s'il est coupable. 

La différence de ces deux probabilitéi formée de la 
partie du développement de (e-l^fy» commençant 
au terme afFecti de e^(/'+'-)-' /Hp-r)+i .^^^^.^ 

celui qui l'est de e^^^-'")-^' /^(^+'-)^', renferme 
tous les cas où la vérité ni l'erreur n'auront la plura- 
lité exigée , et variera avec tes nombres r et p (*). 



(*) Afin d'abréger, j'omets la discussion de^ formes que doivent 
avoir les nombres r et p, ponr que les exposans des'lettres e ety*soient 
des entiers: il est bien facile d'y suppléer. On voit aussi qu^en chan« 
geaçt e-enfj et réciproquement dans la seconde probabilité, on 
formera l'expression de la probabilité que l'erreur, obtiendra la 
pluralité exigée , et qui est la contrûre de la première des proba 
hiUtés indiquées dans le texte. 

18... 
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Cest à diminuer cette difFéreDce , en conservant d*aiU 
leurs la plus grande valeur possible A la pr^nière 
probabilité , que doit tendœ la constitution d'ua tri-^ 
bunal y considération analogue à celle du n® i3&» 
Condorcet a discuté avec soin toutes les combinaisons 
auxquelles elle peut conduire , en supposant que le 
nombre de votans soit impair ou pair , la pluralité con^ 
stante on proportionnelle au nombre dés votans ^ ou 
composée d*une partie propprtionnelle à ce nombre et 
à* une partie constante. Il a examiné ensuite les rela- 
tions qu'ont entre elles les diverses quantités qui en- 
trent dans ces calculs, soit comme données ; soit 
comme inconnues ^ et a varié les questions avec un dé- 
tail où nous ne saurions entrer. On peut sans doute at- 
taquer ces applications du calcul des probabilités avec 
autant de raison que ce qui regarde les témoignages; et 
nous avons déjà fait connaître 1^ principales objections 
qui se présentent sur ce sujet : mais cependant^ si les 
hypotbèses auxquelles il a fallu recourir, ne permettent 
pas d*accorder beaucoup de confiance aux résultats ob- 
tenus, la connaissance des combinaisons qu'elles déve- 
loppent et de fk marche des valeurs qui en dérivent , 
n'est pas non plus sans quelque utilité pour diriger la 
réflexion sur ce qui peut arriver réellement, du moins 
' quand il ne s'opère pas des changemens brusques 
dans la probabilité des votes , et pour classer les faits 
afin d'en déduire des conséquences précises et appli- 
cables. 

i56. Les élections sont aussi des jugemens lorsqu'on 
lés envisage sous le rapport de la bonté du choix, qui 
dépend des lumières et de l'impartialité des électeurs ; et 
l'on peut demander quelle est la probabilité qu'un can- 
didat admis d'après une forme donnée de. scrutin , a une 
véritable supériorité sur ses concurrens. Malheureuse- 
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inent les passions ne âérangent pas moins ici les calcula 
que dans les témoignages etles décisions. En vainCon- 
ëorcet et plusieurs autres publicistes ont-ils- cherché 
dés formes qui pussent ôterà l'intrigue son influence ; 
ou ces formes n'ont pas été soumises à l'expérience , ou 
elles ont été trouvées défectueuses. Mais en renonçant 
à ce point de vue du problème , et en regardant seule- 
ment une élection , ou , oe qui est la même chose , une 
décision à la pluralité des voix entre plusieurs propo- 
sitions , comme un moyen de terminer les (Jébats en 
adhérant au vœu du plus grand nombre, îrresle en- 
core beaucoup dé difficulté à constater, dans cer-^ 
tains cas , quel est réellement ce vœu (*)? L'étendue 
à' laquelle est déjà parvenu cet ouvrage, me permet 
à peine d'indiquer sur chacune de ces divisions du 
sujet , quelques principes généraux. 

Lorsqu'il n'y a que deux candidats , la majorité des 
suffrages en faveur de l'un d'eux, se manifestant tout 
de suite, indique sa supériorité ^ si les électeurs sont 
également éclairés, et dans tous les cas prouve qu'il a 
le vœu du plus grand nombre^ mais il n'en est plus 
ainsi dès qu'il y a seulement trois candidats. En ef^ 
fet, quand un électeur vote seulement pour le can- 
didat qu'il estime le plus , il laisse indécis l'ordre 
de préférence qu'il assignerait aux autres Sl'II était 
obligé de choisir entre eux; mais si chaque votant 
écrivait sur son bulletin les trois noms des candidats 
rangés dans Tordre démérite qu'il leur attribue, ni3 
pourra.it-il pas arriver que celui qui a été le premier sur 



(♦) Il ne paraît pas qu'on ait fait cette distinction avantM. Dannou, 
dans l'excellent Mémoire qn'ii a lu en l'an ix (i8o3) , sur ce sujctà • 
la Classe des Sciences morales et politiques de l'Institut; et qui* 
■'ayant e't^ imprime qu'6 part , est assez difficile à trouverv 
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ht majorité des bulletins , mais le dernier sur tout k 
reste, eût moins de mérite que celui qui a été inscrit 
le second par tous ceux qui ne lui ont pas donné le 
premier rang. II est aisé d'apercevoir que cela dét>eh- 
drait de la valeur qu'on attacherait à la différence de 
mérite enti;e les rangs. 

Si , par ejcemple , en suivant le scrutin proposé par 
Porda (^ f on donne au mérite respectif des candidats 
des valeurs proportionnelles au rang qu'on leur assigàe> 
qu'on écrive en conséquence 3 pour le premier , a pour 
)e second et i pour le troisième , qu*il y ait 3 candidats 
désignés par les lettres A^B^ C, que sur cent votans 
65 leur assignent Tordre ABC^et 35 Tordre BCA\ A 
est évident que la majorité des suffrages est pour:^, 
puisqu'il a été regardé.comme supérieur à tous les autres 
par 65 électeurs : cependant , si Ton estime le mérite re- 
latif des candidats par la somme des nombres qu'ils ob- 
tiennent sur chaque listé , on ne trouvera pour A que 

65.3+35.1 =a3o, 

tandis que B placé le premier 35 fois seulement , mais 
65 fois le second ^ aura 

65.3 -4-35.3 = 235, 

et sera par conséquent élu dans cette forme de scrutin. 

Il n'y aurait rien à dire contre cette conclusion , si 
la graduation dés numéros était exacte j et qu'ils eussent 
été appliqués xle bonne foi; mais il n'est pas difficile de 
voir qu'elle est peu sûre sous le premier rapport, et que 
sous le second elle se prêt& facilement à Tesprit de ca- 
bale. Substituons d abord aux nombres déterminés 5, a, 



(**) MémoifiBS de r Académie des Sciences, annie 1781, 
pag. 657. 



^''1 
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I9 les lettres p, q, r, et nous arriverons par.k mêiue 
f crntin à Télection de ^,. si nous. posons 

ce qui pqut se faire d'une inCnité de manière^ En lais- 
sant aux lettres f et r , leurs yaleurs primitives â et 1 , la: 
condition ci-dessus devient 

65p+35 > 35p-+- iSo ou 3op>95 , 

• 

et montre qu'il suffit de faire p> 3-^ pour que la somme 
des numéros obtenus par A , soit plus forte : or peut- 
on balancer le mérite des candidats avec une exactitude 
aussi minutieuse; et d'ailleurs les votans auront-ils dans 
l'esprit une mesure commune à laquelle se rapportent 
exactement les unités qu'ils emploient ? Autrement les 
plus sévères déprécieront trop les candidats, les plus in- 
dulgens leur assigneront des nombres trop- forts. 

La dépréciation pourra même être effectuée de mau- 
vaise foi , dans l'intention d'écarter le concurrent qu'on 
craint le plus. En effet , dans l'exemple que je viens de 
donner, 35 électeurs sachant qpe les meilleurs candi- 
dats sont ^ et ^, et voulant exclure A , n'ont qu'à s'en- 
tendre poiir le placer au dernier rang , ils rendront inutile 
le vœu d^une majorité très prononcée en sa faveur. Il' 
n'est pas douteux que dès qu'une pareille circonstance 
est remarquée , les passions ne la mettent bientôt à pro- 
fit ; e\ qu'on ne croy e pas qu'elle ne puisse avoir lieu que 
dans quelques cas. Elle est au contraire très étendue) 
car si l'on désigné par m-j-n le nombre des électeurs , 
qu'il y ait m bulletins dans la forme ABC ^ et n dans la 
forme BCA , Ajke .ppuirra être, élu qu'aqtant que 

3m -j- n > 2m + 3ji , ou m- > a/i : 
il lui faudra donc phis des | dés suffrages individuels.. 
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Lei inconyénfeus de ce scrutin deviennent encore plus 
graves si le nonibre des candidats est plus considérable. 

157. Lorsqu'on a reconnu la très grande difficulté, 
pour ne pas dire Timpossibilité d'obtenir, par les appré- 
ciations cfe cbaque électeur, une évaluation exacte du 
mérite respectif des candidats, il faut en revenir à 
prendre pour cette mesure , Je vœu bien exprimé de la 
majorité; et le moyen qui se présente pour connaître' 
ce vœu , est de consulter chaque électeur sur ces candi- 
dats comparés deux à deux. C*est à quoi peuvent servir 
/ les numéros affectés à chaque candidat , pourvu qu'on 
Be leur assigne d'autre fonction que. d'exprimer le rang 
dans lequel ils sont placés par les électeurs^ 

En établissant un certain ordre ABC , par exemple , 
le votant affirme les propositions suivantes , 

A vaut mieux que i? ),.,.,. ^ . ^ 

» >r. r d ou il suit -/«vaut mieux que C^ 

B vaut mieux que Cj 1 ^ 

ce que pour abréger nous exprimerons par 

^>5, ^>C, d'où ^>C. 

Cela posé, 3 candidats pouvant être rangés a k u à^ 
six manières différentes , il faudra , en décomposant les 
scrutins comme ci-dessus , chercher quels sont les ar- 
rangemens qui ont obtenu le plus grand nombre de 
voix et en déterminer les conséquences sur Tordre à 
établir entre les 3 candidats. 

Supposons que 60 électeurs' se soient partagés suie 
Tordre des candidats , comme il suit : ' 

23 pour ACB , 19 pour BCA , 
1 6 pour CBA , a pour CAB ; 

formant d'abord la comparaison de A avec B ^ «a troK-* 
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vera que ]ap^(pbsïtIon ué'^B est établie par 23+îî=û5 
suffrages , et sa contradictoire B'^A, par 15+16=355 

La proposition A^ C par 23 et sa contradictoire 
C^A y par 19+16-+- 2^=37; 

lia proposition B>>C par 19 et sa contradictoîrt 
C>^, par23 + i6 + 2 = 4ï. 

Parmi toutes ces propositions les trois qui ont obtenu 
lé plus de suffrages, sont donc C^B donnée par 4* » 
C>-^par37, -^^--^ par 35. 

Ce système de propositions qui ne renferme aucune 
contradiction , établissant Tordre CBA , donne la su- 
périorité absolue au candidat C, qui n'aurait eu que 18 
voix sur 60 , si l'on n'avait écrit qu'un seul nom sur 
chaque bulletin , tandis que A en aurait eu 23 et ^ 19 ; 
et si , conformément à l'usage établi quand l'élection doit 
être faite à la majorité absolue , on eût obligé les élec- 
teurs dans un nouveau scrutin (le ballotage) , à ne voter 
que sur les deux candidats qui avaient obtenu le plus 
de voix , Saurait été exclu. Il est visible que ce dernier 
défaut du scrutin ordinaire croît avec le nombre des 
votans et des candidats, et qu'un petit nombre d'élec- 
teurs qui s'entendent peut forcer la majorité , dont 
les voix se sont dispersées sur un grand nombre de can- 
didats , à choisir entre deux qu'elle repousserait si elle 
en avait la liberté. 



Il 



i58. Dans l' exemple précédent les trois propositions 
qui ont obtenu le plus de voix sont, compienous l'avons 
remarqué, compatibles entre elles , et toutes nécessaires 
si l'on veut établir un ordre définitif entre les candidats ; 
car les deux premières laissent indéterminées la subor- 
dination qui. doit exister entre A etB\ mais cela n'arrive 
pas toujours. Si, îenombre des électeurs restant le même, 
leurs voix étaient divisées de cette manière, 
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la pour ABC^ 9 pour ACB , ill^ur BCA , 
10 pour CAB , g pour CBA , 

on trouverait ^ en opérant comme ci-dessus , 

A'^Bpàv 3i suffrages et B ^ A par 09, 
-^>Cpar ai et C^ A par Sg, 

i5 > Cpar 3a et C > ^ff par a8; 

rapprochant alors les propositions qui ont obtenu It 
plus de yoix , on tomberait sur le système 

tC>-^ donnée par 3g, i?>C par 3a et ^>-fipar 3i, 

dont les deux premières conduisent nécessairement a 
B^A^ résultat contraire à la 3*. 

Pour échapper à cette contradiction ^ Condorcet ^ qui 
a discuté avec beaucoup de soin et à plusieurs reprises , 
la théorie des élections , propose de ne composer le ré- 
sultat final quavec deux propositions \ lorsquelles ont 
une conséquence nécessaire , et de chercher ensuite 
parmi les trois systèmes quon peut faî^e en combinant 
deux à deux les trois propositions indiqirëes ci-dessus, 
celui quia obtenu le plus de suffrages , en réunissant 
les votes qui ont été donnés à chacune des propositions 
dont il est composé. Or on trouve ainsi 

71 suffrages pour C>^, ^>C, d'où l'ordre ^C-^ , 
70 C>^, ^>^, CAB, 

63 ^>C, A^B, ABC: 

c'est donc le premier système qui est voté le plus for- 
tement , et auquel il faut s'arrêter si toutefois on est forcé 
de consommer l'élection (*), Cette dernière restriction 
a paru très nécessaire à M. Daunou , qui présente contre 



(^) Essai sur la Probabilité des Décisions , Diacoun prëlimi- 
ii«ir«v pag. Ixri). 



/ 
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cette manière de combiner les propositions , des diiE- 
coites très fondées , et qni pense qne dans ce cas douteux 
où il ne Saurait y'ayoir de majorité bien prouvée, le 
seul parti à prendre y si l'on ne pouvait remettre Télec- 
tioB , serait de choisir ie candidat qui a la pluralité re- 
latîVe (*). 

iBq. Les propositions comparées dans les numéros 
précédens par rapport aux nombres de suffrages qu'elles 
ont obtenus , pourraient l'être par rapport à leurs pro- 
babilités lorsque celles de la vérité et de Terreur de cha- 
que vote sont connues.' Par exemple , un scrutin de 
33 votes, sur lesquels 18 sont pour A '^ B et A'^C, 
i5 pour 5> A et C> A , 3a pour 5 > ^ et 1 pour 
Cy>B y conduirait à Pélection de -^parles propositions 
A^B eX, A^C y dont le système a une probabilité 

(i5ieti7): 



mais la très grande pluralité qu'aobtenue la proposition 
E^C , donne , dans le cas où v surpasserait peu m , 
pFus de probabilité au système ^> C et B^A^ quoique 
la seconde proposition n*ait eu que la minorité àe^ suf- 
frages. 
En effet , la probabilité de ce dernier système étant 



v'* m 



3 



si Ton fait m=«v , qu'on réduise au mégie déno- 
minateur les probabilités du premier et du second s^s* 
tème , on trouve pour lea numérateurs^ 

i-t-«^' et «^(i+«5), 

' ' ' -■ " ■■■' - ■ " '■ ■' ■ — ■ '■-■■■ '•■ '■ ' ■ 'T- 

(^) Mémoire sur les Elections , pag. 63. 
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•xpressions qui deviennent i,o38 et i,q6o lorsque 
m 7= 0,9 ; te ainsi 9 dit Condorc«t , le système pour lequel 
y) on conclut la pluralité , n*est pas n'écessairement celut 
n qui a la plus grande probabilité (^) n ; mais cependant 
on ne doit pas adopter ce dernier dans tous les cas , 
parce que souvent 1 une des deux propositions n'ayant 
quune probabilité fort petite,* impliquerait contradic- 
tion avec d'autres qui en ont une plus grande. 

Si Ton- joint à cette difficulté celle de constater la^ 
probabilité de chaque vote, on sera bien fondé à s'en 
tenir dans les élections.^ à la recherche du vœu de la 
majorité , ce qui , comme on vient de le voir , n'est pas 
toujours urje chose aussi siînple qu'on pourrait le penser. 
En réduisant le nombre des votans on facilite beaucoup 
la formation des votes et leur dépouillement. Cette rai- 
son , jointe à d'autres que ce n'est pas ici le Heu d'ex- 
poser, a conduit à établir plusieurs degrés d'élection 
pour arriver à un choix définitif, c'est-à-dire , à faire 
nommer d'abord des électeurs qui doivent à leur tour 
en choisir d'autres , et ainsi de suite ; mais par ce mode, 
l'influence de la volonté générale diminue à chaque 
nouveau degré qu'on ajoute à l'élection , et le choix 
de l'assemblée la plus élevée est souvent très dif- 
férent de celui qu'aurait indiqué cette volonté^ si 
on l'avait immédiatement consultée : un calcul fort 
simple rend très frappante la vérité de cette asseiv 
tion (**). 



(*) Essai sur la Probabilité des Décisions, pag. laS. 

(**) Voyez les Remarques de M. Gergonne, Annales de Mathé^ 
matiques, tome YI, pag. i. 
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De la probabilité des milieux pris entre plusieurs ob^ 

servationS. 

1 60. Pour achever de parcourir les principales ap- 
plications du calcul des probabilités , il me reste à 
parler de la manière de prendre le milieu entre plu- 
sieurs résultats ou observations, en ayant égard aux 
diverses probabilités des erreurs, ou de déterminer les 
corrections les plus avantageuses que des valeurs déjà 
très approchées , doivent subir pour satisfaire le mieux 
possible à un grand nombre d'observations. Cette 
recherche, commencée par Lagrange, éclaircie par 
Euier (*) , a été poussée très loin par M. Laplace ; 
mais comme elle se rapporte principalement à TAs- 
tronomie, et dépend de la forme des méthodes em- 
ployées dans cette science , elle sort dès limites que }*ai 
dû me prescrire. Je me bornerai seulement à donner 
une idée de la manière dont le calcul des probabi- 
lités s*apglique au cas le plus simple de la ques-' 
tion , celui où il s'agit dé prendre le milieu entre 
plusieurs déterminations immédiates de la quantité 
cherchée. 

Dans le principe on a comparé les observations aux 
jets d*un dé ayant autant de faces qu'on admettait 
d'erreurs possibles, et Ton a supposé d'abord que ces 
erreurs étaient également probables. Par exemple, si 
pour se rendre compte d'une mesure dont le résultat' 
ne peut pas s'éloigner de la vérité, soit en* plus, soit' 
en moins , au-delà de 5 parties très petites , comme 
5 secondes de degré , on conçoit un dé ayant 1 1 faces 



(*) Mélanges de la Société de Turin , t. y , p, 167, lYoua Acta 
Jlead% Petropolitanœ , t. m, p. 289. 
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marquées par les nombres 

—5, — 4>~3, — a, — 1, o , +1, 4-a, +3, +4, + 5, . 

un nombre n d*obseryations étant assimilées au jet 
de n dés semblables , les erreurs dont peut être af^ 
fectée la somme de ces observations seront exprimées 
par la somme des points que peuvent présenter les 
dés. II suit de là , et du n^ 56^ que cette somme pourra 
recevoir toutes les valeurs marquées par les exposàns 
de X dans le développement du polynôme 



{ 






Le terme affecté de Texposant séro répondant au 
cas où toutes les erreurs se sont compen^s dans la 
somme des observations y son coelHcient divisé par 
(il)" y exprimera la probabilité que cette somme est 
exacte , et qu*en la divii^ant par le nombre n des ob- 
servations ^ on aura la vraie valeur de la quaq^té cher- 
chée. 

Si an lieu de se borner an terme dont l'exposant 

est G , on embrasse plusieurs autres termes ^ on en dé^ 

duira alors la probabilité que Terreur de la somme 

des observations est renfermée entre certaines limites. 

Ainsi , en réunissant les termes dont les exposàns sont 

— a,— 1, G, +i4-fl, on aura la probabilité que 

l'erreur de la somme des observations ne surpassera 

pas a secondes^ soit en plus, soit en moins ^ errçur 

qui , dans le résultat , étant divbée par n, sera com* 

a a 

prise entre les limites et H — . 

n n 

m 

Le développement du polynôme proposé s'abrège 
beaucoup par le procédé du n'' 55, Dans TexempU 
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ci-dessus, on a 

= ^^* (i3:t)"= "^"^^ - ^")" (' — ^î"* * 

et il ne sera pas difficile de former le coefficient du 
terme affecté de tel exposant qu'on voudra. 

161. Quand on assigne aux erreurs des probabilités 
diverses , cela revient à supposer que chacune de ce» 
erreurs est marquée sur un nombre de faces propor- 
tionnel à sa probabilité ; en sorte que si l'on suppose 
toutes ces probabilités réduites au même dénomina- 
teur , et représentées par la lettre e, numérotée d'aprè» 
l'erreur à laquelle elle se rapporte , les chances d'er-* 
reur dans la somme des observations seront données 
par les coefficiens des puissances de x , dans le déve- 
loppement du polynôme 

si le nombre des erreurs possibles est encore limita 
à 5. 

On voit que par cette manière d*envisager la ques- 
tion , la difficulté est tout entière dans la longueur 
des calculs , qui devient excessive dès- que le nombre 
des erreurs possibles et l'exposant n sont considéra- 
bles ; et c'est à diminuer cette difficulté que s'est at- 
taché Lagrange dans le Mémoire cité. 

Il a fait aussi plusieurs hypothèses sur les probabi- 
lités des erreurs. En supposant , par exemple , les er-' 
reurs d'autant m'oins probables qu'elles sont plus 
grandes , et ip bornant toujours aux nombres dt. 
l'exemple précédenti on pourrait prendre pour la lettre 
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e la progre^ision 

1 , a, 3, 4, 5, 6,5, 4, 3, a, 1 ; 
en aorte que le polynôme à développer serait 

+ 5x' + 4x» 4- 3^3 + ax* + x5)«. 

Quant au dénominateur commun des probabilités 
des erreurs , c'est évidemment la somme des nombres 
substitués aux e. 

Si ces probabilités ne formaient pas une progrès-, 
sion symétrique comme la précédente, tant par rap- 
port aux erreurs positives qu'aux négatives , il pourrait 
arriver que le plus grand terme du développement né 
serait pas affecté de x^, mais d'une autre puissance 
de a;, dont l'exposant indiquerait alors l'erreur la 
plus probable dans la somme des observations. H 
faudrait donc corriger cette erreur avant de diviser 
la somme donnée , et le quotient obtenu ensuite serait 
le résultat le plus probable. 

iGa. Voilà à peu près toutes les notions élémentaires 
qu'on peut donner sur ce sujet. Pour s'élever au-delà 
il faudrait l'étendre beaucoup , et d'abord remarquer 
qu'une observation , pouvant différer du vrai par des 
intervalles aussi petits qu'on voudra , le nombre des 
erreurs à considérer, quoique assujetti à des limites 
finies^ doit néanmoins être regardé comme infini, ce 
qui fait entrer cette recherche dans le domaine du 
Calcul intégral* (/^'o)'. la note III.) 

Ensuite, le plus souvent, les quantités à détermi- 
ner ne sont pas données immédiatement par les ob- 
servations; elles doivent seulement ê-ti^ telles, que par 
certaines combinaisons avec des nombres antérieure- 
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ttiént connus , elles représentent ces observations , et 
si elles ne le font pas exactemetit^ c*est qu'il y a erreui^^ 
soit dans ces quantités^ suit dans les observations 
mêmes. Cette dernière circonstance fait "que dans le 
problème il y a bien plus d'équations <\tie d'incon- 
nues ;et la manière de les combiner^ pour en obtenir 
le résultat qui a la plus grande probabilité « ainsi que 
de déterminer cette probabilité , dépendant de la forme 
de ces équations , sort entiètement des limites de c6 
traitée Je dirai seulement que la règle la meilleure > 
celle de tendre un minimum la somme des quarrés des 
erreurs, où elles entrent dans leur entier, quel que soit 
leur signe , a été établie d'une manière très simple , pat . 
M. Legendre. Quant à l'évaluation de la probabilité du 
résultat auquel elle conduit, on la trouve dans la 
Théorie analytique des Probabilités , et dans un 
Mémoire où' M. Plana a traité de nouveau ce su}ei!.. 
avec beaucoup d'étendue et de clarté ('*')• 

De t évaluation morale des Probabilités. 

i6â. Lorsque le calcul des probabilités est appliqua 
à des sujets qui intéressent notre fortune ou notire vie , 
des nombres abstraits paraissent peu propres à nous 
faite connaître l'impottance que nous devons attacher à 
ses résultats. Mais si l'objet de ce calcul est de ramener, 
autant que faire se peut , nos impressions à une mesure, 
exacte , il doit nous offrit aussi le moyen de trouver une 

— ■ — i 

(^) Vojez d^abord Nouvelles méthodes pour la détermination 
des orbites des comètes , par M. L<ïgendre , p. 712. Depuis la pu- 
blicatida de ce Mémoire , M. Gauss, de soa Côté, était parreua à 
la même règle, dans sa Theoria motus corporum cœlestium» 
Voyez ensuite le chap. IV dp la seconde partie de la Théorie ana^ 
îytique des Probabilités f par M. Laplace, et dans les Mémoireê 
de l'Académie de Turin ^ ann. i8ii—i8ia, celai de M. Plana. 

a* édition» 19 
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impression ^uivalente à une mesure donnée. En effet , 
placés au milieu d'une foule de dangers que noD5 
sommes obligés de braver soit pour notre i^érêt ou 
pour notre plaisir, et sur lesquels l'habitude et ropinion 
générale paraissent assez constantes , les probabilité» 
de ces dangers peuvent servir de termes de comparaison 
avec ceux qui ont été calculés et non encore éprouvée. 

Pour un intérêt assez modique , un homm^ prudent 
entreprend une traversée plus ou moins longue, sur 
xner, un passage dif&cile, par exemple celui du pont 
âaint-£sprit lorsqu'on descend le Rhône en bateau, et une 
foule d*autres|actions assujetties à des risques divers. Si 
donc on avait des relevés exacts qui fissent ikHmaître 
la proportion des accldens aux succès^ on en déduirait 
uae ichelle de probabilités, dont la valear morale serait 
mesurée par l'importance attachée aux résolution» 
qu'exigent les entreprises dont il s'agit. On powrrait 
aussi comprendre dans cette classe les risques pécu- 
niaires auxquels se soumettent, dans l'espoir d'un gain 
plus ou moins considérable , des hommes conucis pour 
leur expérience et leur sagesse dans la conduite de 
leurs affaires ; mais ces données manquant , ona tâché 
d'y suppléer par les Tables de mortalité (*^. 

Bttffon s'en est servi pour déterminer i ne limite au- 
dessous de laquelle toute probabilité devait être re- 
gardée comme nulle C8a) ; il fixa cette limite à 73— , 
parce qu'aucun homme dans son bon sens^ n'est frappé 
delà crainte de mourir dan» le jour, et que sur 10000 
personnes il en meurt une dans cet intervalle. Dâniet 
Bernoulli observa d'abord que pour former cette va- 
leur avec exactitude , il fallait n'y pas comprendre les 

(*) Essai sur ta probabilité des Décisions , j^iQ, aaS^ et Di»> 
cours prclimmairc^ pag. cvi}. 
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individus qui avaient une maladie ou des mptifë connus 
de craindre une mort prochaine; et Cpndorcet pensait 
qu'un risque nécessaire et habituel ne pouvait pas servir 
de ternie de comparaison Iprsqu'il 8*agit d*une détermi- 
nation volontaire ; que d'ailleurs on ne pouvait pas se 
borne;' à ce seul terme , fst qu'il en fallait au contraire 
un très grand nombre , aEa qa*il y en eût pour les di- 
verses spéculation qu'on pouvait sç prpposer.Cette der- 
nière objection me paraît a^ fond la plus 9plide j car si 
nous nous habituons pour ^aous-mêinei au dangi^ 
de mpurl;r da^s un intervalle de tçmps tr^ ÇÇJ^, 
nous l'aj^p^récions mieux à l'égard àe^ autjrçf . et 
nous faisons reposer des int^êts plu^ ou moins grjmjj^ 
sur i'exîstence des personnes ^ d'après leur $ge let )\^t 
4e leur sauté. 

En ç^alcuJ^Mt 4ouç Je risque de movixup à^w l'içi- 
terv^llÂd'w a»# d'un çipis, ^*}j^f i^emjme , ô'^jn 
jour, iJuçç heure mêmje , pour .dç.9 persppAe? bî^n 
porta^teç âp jdîfférpns âges , pn fp^rjuera 8a,os pçwie l'.é- 
chçilp flQfft npu§ av9U3 pArlé. 

L^ TîaJWe iix^s^ p^ir Pep^g:;çiB»x ;jur le^s indi- 
vidus choisis (iâ6) , donne , à T^gç ^e ^ s^, 1^ pirç- 
babilité 

8 1 

g— çu environ ^ de mourir ^^ns J'^ni^ , 

d^UJ? Iç .«u.9Îs^ 
« 1 



8 i_ 

rtrt 



«i4.565.fl4 "^891330 
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Cea probabilités varient avec Vâge , mais par des dif- 
férences qui sont d'autant moindres , que l'intervalle de 
tetnps est plus court. Prenant dans la même Table les 
probabilités analogues pour Tâge de 5o ans , on trouve 

=^-dans un an. -rs — r- dans une semaine . etc« 
68i 58i.5a 

Si Ton refranche de cette probabilité celle qui coi*-» 
f espond à Tâge de ao ans , la différence sera la mesure 
de Taugmentation que l'âge apporte au risque dd 
mourir pendant la semaine ) atigmentation dont l'im- 
portance morkie est fort petite ; car un homme dé 
5o ans qui jouit d^nne bonne santé ^ n'appréhende 
gtière plus de ïnourir dans tm intervalle trèscourt, qu'un 
jeune homme de 520 ans. Ce genre de probabilité était 
celui que Condgrcet pfûpôàait de préférence , comfue 
pouvant servie de téhne de comparaison. Au rèsife ce tié. 
sont encore là que des vues qu'il ne faut pas Tfôp fés* 
treindte ; Car il est évident qiie le sujet ne saurait ad— 
mettre des nuances bien délicates y et qde le ):>tit est 
rempli quand on a offert à l'imagination tm rapproche- 
ment qu'elle peut saisir. 

Résumé général. 

1 63. Dans les Notions préliminaires formant le pre- 
mier paragraphe de ce Traité , j'ai tâché de faire sortir 
celle de la probabilité , des habitudes mêmes de notre 
entendement , et de montrer qiie , reposant par sa na- 
ture sur uûe énumération, elle pouvait être susceptible 
de se prêter au calcul , au moins dans un grand 
nombre de cas. Après avoir parcouru les plus impor* 
tans , il me paraît utile de résumer les circonstances 
remarquables qu'ils nous ont offertes, comme devant 
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compléter le Tableau de la science^ déjà ébauché rcn 
gaj^lant de son origine. • 

Déterminer le rapport du nombre des chances qui 
^mènent un événement^ au nombre total des chances 
qui peuvent arriver^ en descendant jusqu'à celles qui 
§ont également possibles..: tel est U problème, à ré-? 
spudre quand les évènempnsjsont pjpduitspjar^esqombiT 
naisons dont les élémens.sont donnés et dont le modq 
est connu , ce qui est le. cas des jeux ; et l'on seAt 
qu'aloi^ le calcul doit souvent rectifier les simple^ 
aperçue, du bon sens > qui ne peut pas suivre le détai} 
des combinaisons lorsqu'elles se multiplient et se Qpm- 
pliquent au-delà d'un certain terme. Aussi ayons-nous 
donné plusieurs exempleé d'erreurs remarquabJ.es (}^« 

Le penchant qui nous fait attendre ajec plus djç 
confiance l'arrivée de l'événement par rapport auquel 
xious pouvons répéter plus souvei^t le jugement de pos? 
sibilité que le jugement contr^irf (5) , ne serait » dans 
le cas qui nous occupe , qu'une illusion ^ si^ la théorie 
mathématique dea combinaisons ne montrait pas que 
le nombre de celles qui sont favorables à ce penchant, 
augmente à mesure qu*^on embrasse un plus grand 
nombre d'épreuves (33) , et qu elles conduisent à des 
probabilités dpnt la ^andeiir frappe également tous 
les esprits ; en sorte que le temps donnerait aux plus 
grossiers la preuye. de ce qui ne peut d'abord être saisi 
que par une sagacité très exercée : et de là se' déduit 
le petit nombre de propositions sufilsantes pour fonder 
les motifs qui nous font croire à la probabilité (S^,» 

40) (*). , • 

(^) Le fond de ces diverses propositions e^ renfermé dans ce juge- 
ment de Gibbon. <c Leg lois de la probabilité si urtues^n général y 
>> si trompeuses en particulier^, » (Mémoires de Gibbon , 1. 1'.' , 
p. 261—262 de la tradaction française.) 
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Gëifë ïtiàtùè prûpTîM dé la ré^^don àèé ^premre^ 
conduit à ré?àluation pécuniaire des évèûeinena aléa- 
iàite$y éf iii<str«àt «A évidence les suites Que doit avoir 
néèèssiiirêment & la kmgue ; la pins petite illégalité dans 
iê'sùtî dès jOnétirs^ dès qu^elIé est constante (6g) , 
nidnfre ôôiiibîéii il ètt imprudent de se liyrer au jeu 
Qtiand ôh f a dti désavantage , et même de risquer des 
sommés dii peu considérables , quand le {eu est égal , 
patte qiie àsdié tibe longiie suite de patties ^ il devient 
flë plus eii plils probable que l'un des joueurs éprouvera 
Une perte iHlfpassant telle sonmie qu'oh voudra (71). 

I SF4. Ce n est pas pour les seuls évèaemens que ii^obs 
pouvons voir sortir des combinaisons qui les produi- 
sent j qiié là probabilité acquiert du crédit sur notre 
esprit; elle opère de même à l'égard de là répéti- 
tion des faits dont l'origine nous est totalement in- 
coilnùe. En 'assimilant la production de ces faits au 
jet d^'uh de, bu tirage de numéros pris au bàsard 
daiis iinè urne, dn doit en c^et conclure du théo- 
rème dé Jacques fiérnoulli (34) que , si des: obser- 
vations multipliées niàniFestent , dans la succession 
des divers évènemens , des rapports renfermés entre 
ides limites peu distantes » ces rapports indiquent à 
peu près les probabilités sîhiples d'après lesquelles 
on peut conjecturer sur l'avenir. Le sentiment de la 
constance des lois de la nature , inspiré de bonne 
neuré , par l^immense répétition des mêmes succès- 
sions dans lé plus gràmd nombre des faits qui se pas^ 
sent soûs nos yeiix > avait conduit à cet aperçu ; mais 
il n'était pas inutile y ce nie semble , de le voir sortir 
aussi du développement des combinaisons mathé- 
matiques « et, ce qui est encore plus remarquable, de 
l'obtenir comme le terme moyen du nombre infini d'hy- 
pdthèses qu'ofl peut faire sur la possibilité des évène-; 
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mens dont fes causes sont tout-^-fait ignorées (87, 93). 
€*est sous cette dernière forme qu'il est bien circonscrit, 
qu'on reconnaît les bornes où il fauf le renfermer, 
et comment l'assurance diminue â mesure que l'é- 
tendue de l'avenir augmente par rapport à celle du 
passé (91)'. 

La fréquente succession des mêmes faits , qui mène 
à l'idée d'une liaison nécessaire entre eux, étant sou- 
mise au calcul , donne une mesure de la probabilité 
de cette liaison , et montre jusqu'à quel point on 
peut y compter , quand même on n'aurait pas d'au- 
tres piotifs de l'établir (104, io5). Cette théorie mérite 
quelque attention , puisqu'elle offre un moyen trèi^ 
spécieux de réfuter les excès du scepticisme , sans re- 
courir à ces principes posés à priori , et tout au moins 
aussi douteux et aussi obscurs que ce qu'on prouve 
par leur secours. 

iG5. La détermination des probabilités " par le 
nombre et le mode des combinaisons , le même pro- 
blème , lorsqu'on n'a pour doimées que l'observation 
des évènemens passés , enfin la détermination d^ la 
probabilité de l'existence des causes , ou , pour parler 
plus exactement , des tendances naturelles à Ja pro- 
duction des évènemens qui sont plus répétés que 
d'autres , sont donc des questions dont la solution 
«'est pas seulement curieuse comme pouvant exiger 
beaucoup de science de calcul , mais encore comme 
donnant des fondemens plus solides, aux principes gé- 
néraux de l'art de conjecturer (*^). 

(*) La dernière de ces questions, considérée en gênerai, a bien 
li'importance qu^on lui attribue ici, mais, non pas dans tonies ses 
applicHtions. La connaissance de la valeur précise de la piobabilitc 
<|ue des effets sont du5 Ix une cause pluttVt qu^au hasard , n'appre- 
'«itn4 rien sur In naiure de celte cause , parait bieM loin de. rtfpondrc 
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iG6. Pour appliquer cet art, il faut des données; 
et suivant leur nature elles seront susceptibles oii nou 
de se prêter an calcul. Celles de la première espèce 
ne manquent point dans les jeux, où elles se tirent 
des conventions établies et de la forme des instru-* 
mens aléatoires. Dans les autres applications , ce 
sont des faits qui n'ont encore été recueillis que 
d'une manière très incomplète , et pour certaines clas^ 
aes. seulement. La principale , celle des faits concer- 
nant la durée de la vie humaine, a fourni d'utileâ 
spéçulatîonai , et d'autant plus sûres, qu'elles ont [été 
appuyées sur ïes élément plutôt observés que con- 
clus ; car , ainsi qu'on Ta vu plusieurs fois dans le 
cours de cet Ouvrage , c'est par les hypothèses ima- 
ginées pour suppléer aux observations immédiates ^ 
que l'erreur s'introduit dans le calcul. Lcçs questionn 
qui s'y montrent le plus rebelles sont^ sans contre- 
dit , celles qui tiennent à la volonté des hommes i 
mais cependant nos actions ont des conséquences 
aussi nécessaires que celles de toutes ïes autrçs forces, 
de la nature , et laissent des traces qui, scrupuleuse- 
ment examinées, discutées et énumérées» fournissent 
à posteriori une mesure de la valeur de ces actions. 
Si , par rapport aux témoignages , aux jugemens , les. 
passions se jouent du calcul , leurs effets bien ob-» 
serves en préciseraient toute l'influence beaucoup mieux 
que les déclamations auxquelles on peut aisément avea 

par son utilité à Tappareil de calcul quVxige très so9ve]:^t sa de'ter- 
minatton. Quand la répétition des faits, ou leur constance est suffis 
samincnt constatc'e par les moyens les plus simples , on essaye do 
les lier par des hypothèses j et l'histoire des sciences prouve qu'on 
li.archc à cet e'gard du simple au compose', en suivant Tordre de& 
apparences,, qu'on prend d'abord ce qu'on voit pour ce qui est , et 
qu'on rapporte les l'ormcs et les effets nouveaux à ceux qui scuiblvuV 
\çs plut, rc'pe'lc^. 
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de bonjaes lAtentions , et peu de lumièces > se livrer sur 
un sujet tant rebattu. 

Ainsi ne nous lassons pas de répéter, ayec tous 
ceux qui désirent sincèrement les progrès de la civi- 
lisation > qu*il en faut toujours revenir aux faits ; que 
tout , à la longue , peut se compter , se mesurer , et 
par conséquent être soustrait, au moins en grande 
partie , à l'empire de l'imagination ; mais disons aussi 
qu*on ne saurait atteindre ce point si désirable , qu*en 
mettant la plus grande rigueur et le plus grand dé- 
tail dans la classification des faits , afin d*éviter ces 
associations irréfléchies et inexactes qui chargent le^ 
jueilleurs principes., de conséquences odieuses tout 
à fait étrangères à ces principes , comme on pour- 
rait le prouver, non - seulement par des discussions, 
raisonnées , mais en montrant p$ix; les faits que leâ 
mêmes conséquences ont pu être tout aussi légitime- 
ment attribuées aux principes les plus opposés. 

Enfin, quand les faits manquent ou ne sont pas con^ 
cluans. , la discussion qu'il faut substituer aux mouv&* 
mens d'un enthousiasme souvent factice , par lesquels on 
a égaré les hommes dans tous les sens , cette discus- 
sion , dis-je , doit prendre des formes assez analogues à 
celles du calcul. Balancer des avantages et des incon^ 
véniens , séparer des exceptions , fixer des limites , n'est- 
ce pas en effet une sorte de manière de compter? et 
quand Taflirmatif et le négatif se montrent au même 
degré, peut-on faire autrement que de rester dans le 
doute jusqu'à ce que de nouveaux faits l'aient disr* 
fiipé? (*). 



(*) Franklin s'était fait^ ppur cette $or(e de calcul qu''il appela^ 
Al^èbrç morale f une méthode qui revient, au fond , à ce qu^on ac. 



5' 
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dit dans la note de la page i6 , et qu'il recommande an célèbre 
Pricstlejr, dans les termes suivans. 

« Je ne puis , dans Taffaire importante sur laquelle vous demandez 
mon avis y me permettre, faute de données suffisantes, d'influencet 
Yotre déterminatioa j ùiais si cela tous est agréable , je tous appren- 
drai comment vous patttendtéz k prendre Yons-méme , à PaTenir, 
une décision. Dans le cas de ce» hypothèses embarrassantes, d'où 
provient surtout la dirSciilté ? £)« ce qu'alors même que nous les 
méditons le plus , toute» les raisons qu''oii pourrait alléguer pour ou 
contre elles, ne se présentent pas d'abord k notre esprit. Une de ce» 
raisons non» frappera dans un temps , bientôt nous la perdons d« 
>ue , et c'est alors une autre qui lut succède : de là toutes ce» incer.- 
titûdcs, ces alternatives, ces irrésolutions auxquelles nous somme» 
«n proie { de Ih. cette perplexité qui nous tourmente. Voici quelle est 
ma méthode pouf parer h cet inconvénient : je divise en deux co- 
lonnes par un tr^H* une feuille de papier; j^'écris en tête de l'une 
de ces colonnes 4e mot pour^ et en tête de l'autre le mot contre» 
Après deux ou trois jours de réflexions, j'inscris au-dessous de cha- 
cune de ces têtes , de petites notes sur les différentes raisons qui. se 
présentent de temps h autre h mon imagination , pour et contre la 
mesure que je dois adapter. Lorsqn''enfin j'ai réuni sur ce petit mémo- 
rial une masse suffisante de raisons contradictoires, je me mets.én dc^ 
voir de peser leurs valeurs respectives. Si je trouve que </eux rai- 
sons {une de chaque côté) soient d'un même poids , je les élimine 
tontes les deux ; qu'u/ie raison pour égale deux raisons contre, je 
supprime le tout; qaedetis: ia\$ons contre égalent trois raisons 
;7o»ir, j'efface les ci/i<7, et ainsi de suite, jusqu''à ce que je trouve 
enfin de quel côté demeure là balance. Après deux nouveaux joues 
de réflexions, si* quelque arrière pensée importante n'est venue up- 
porter de changement à ma balance , j'en fais Tarbitre de ma déci- 
sion. Quoiqu'on ne puisse , h la rigueur ,' supputer et peser des rai- 
sons ensemble avec autant d'exactitude qu'on établit des quantités 
algébriques, cependant, quand, après avoir discuté séparément et 
comparativement chacune de ces raisons , j'en ai reproduit sous mes 
y*:ux toute |a masse contradictoire , je pense qu'il me devient plus 
facile d'asseoir un jugement et de prendre une détermination : je me 
crois en même temps moins exposé h commettre des erreurs. Il est de 
fait que je n'ai retiré que de très grands avaniagcs de celte espèce 
d'équation , dans ce qu'on peut appeler une algèbre morale. » 

(Correspondance inédite, de Franklin, lettre du IQ sep. 1772, 
h Pcie^tley, t. I, p. 29, Paris, Janei père, 1817K 
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NOTE PREMIÈRE. 

Sur & n** 37 , pag. 43- 

1*^. La formule dé Stirling donne immédiatement la 
somme des logarithmes des termes d'une progression par 
difTérence. En prenant la suite des nombres naturels 
depuis 1 jusqu'au nombre quelconque a; , oti a 

Ii + la4-l3 ..r|-li?î= 

-^^^ + (x+-]^x — x-i =7: — î_i_«f,, 

a ^\ ^2/ ' iQx 36ox3 + etc., 

ir désignant lô rdppolrt de la circonférence au dia- 
mètre (*). Les logarithmes, indiqués étant pris dans Je 
système népérien , il faudra ^ si l'oti teut employer 
les logarithmes ordinaires , multiplier par le module 
0,4342945 > leà termes oà il h*entrê pas de logarithmes. 
En passant aux nombres, et désignant par e le 
nombre a»7i8a8i8, dont le logarithme népérien est 
l'unité , il vient 

«-4.1 ï I 

'^« — ^ — 5Jr— T H- etc. 

^ y— X ^^^ OOOX* 

i.â.Ok • .^z^ l/^â^r . .e , 

X 

e 
produit dans lequel le dernier facteur approche d'autant 



.(*) Voy^z le 3» volume de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral ia-4*'., ou la fin du Traité élémentaire sur te 
mém« sujet. 

On pourrait facilement introduire dans les tables de logarithmes les 
sommes de ceux des nombres consécutifs, ccqui serait fort utiie pour 
calculer les termes des puissances élevées des binômes, comme je 
Tai indique dans le n<> 137. On trouve une Table de cette espèce h 
la fia des Miseellanea analytica de Moivrc. 
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plus de Tunité que le nombre x est plus consî^fir 
rable (*). 

â®. Cela poaé^ on obtient, pour le produit 

Texpression 

J^'^z ^— J?- ——etc. 



!• 



p P'^Ç'h - — : — — eic. 



P^ J^\P P 



)— etc. 



Qt si on la divise pai;;, celle du^'p^pduit i .a.3. . .f , ox) 
trouvejra que 



{*) On trouTe dans la JTiéorie analytique des Probahilités.^ 
(p. xag) , une expcession du même produit, diff^entt en apparence . 
de la précédente , mais qui s*en dédoit en développanx l'ezpor. 

— — 5^ — ? -r etc. 
nentielle e *^* ooox» ^ pj^ |â formule connue 

z s* 2' 

««:?= 1 + - H* — + » -Ketc. i 

1 i.^ 1.3.3 

ordonnant le résultat, suivant les puissances descendantes de Xf 
on obtient 

l 12X awx» 5i84ojr* J* 
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i.a.3. . • •<] 

T^^a — (- — ]— etc. 

3?. Si Ton fait p= 27, et qu'bn divise ce dernier ré- 
sultat par 2'*, ^£n d'obtenir le rapport du développe- 
ment de (1 -f- 1)'^ avec le terme moyen , on trouvera 



2*î V^2^ . fl 



^Tï Cî^"" ^} ■" 360 \89î 9V ■*" '^'''* _ 



— 4=:.e 8^ «9^»^' 



£n posant 29 = 100, on en déduira 1« nombre...»; 
0,0795890 , rapporté sur la page 43- 

A mesure que q augmente, l'expression ci-dessus 
s'approche de 

\/%q V Sîrqf V «p * 

quantité qui devient de plus en plus petite. 

^. Si Ton fait p=zrm'^rn, q=:m^ pôUf obtenir 

le plus grand terme du développement de .J 

(m + ji)^"»-*-»^» (29) , pn trouvera d'abord que le coeffi* 
cient égale 



s 
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rm -f- r/i -f. - 

( ; — --W-I— etc. 

6 ;= 

(m 4- n) * iar\«iH-i» m'~n)^ ^^^' . 

■ wj 1 1 I Mu i ^ i ^n ^ 6 • 



mi m 



^ awrmn.n^ n 



puis multipliant la dernière de ces valeurs par. 






pour le rapport du développement de (m + n)"^"***"» 
avec ^n plps grand terçie. 

Il est visible que CjS rapport diminue à mesure jqne r 

,., - . //ji-f-ii 

augmente, etqu il tend sans cesse vers 1/ . . . .i , quan- 
tité qui peut devenir aussi petite qu*on voudra , en 
prenant pour r un nombre suffisamment ^and ^ ce qui 
s'accorde avec les remarques du n^ 3s. 

5^. Le rapiipft ide deux termes qneloonquefi du deve- 
Jp{;^ipent4e (w +»»)'', affectés de iri'*^^»* .et m^^^*', 
en négligeaiKt pour .^Miéger, les ^séries expcmentû^Ues 
jçpi'il «st bie^ jE^^le 4^ restituer , a ppu^ .çxpression 



p 
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P ^ q' ^ip-ç') 



n 



q (P'-q) ^ m 

6**. Soit p=rm + r/i, q t=z rn , q' :=z rn ^^ r 'y Tex- 
pression précédente deviendra 

r (/t~i) ^(yyt + "^ 

r » 771. '^ 

résultat remarquable par «^ ^oxnxe^ et dont la valeur 
numérique esit susceptible 4f croîtri^ indéfiniment en 
même temps que Iç «nombre r, ce qui prouve la propo- 
sition dun^Si. 

Pour^s'enconyaijwci»., il siiiïit 4'observer qiue 

\ m / \ m/ 771 2771" o/n-* 
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ce qui donne 

C-f) (rP) = 

rf — H- — — ç-^ + r — + etc. I 

car la sérî6 qui multiplie r dans la dernière expression 
étant convergente et toujours positive , il s'ensuit que la 
valeur de cette expression croit toujours avec le nom- 
bre r^ et que par conséquent il en est de même de 

ni— r-f"- rwiH-r-#-- 

T 

fini . ïLtiV rlni^ rî;L±i\ 

\ n m J \ n J \ m y 

Si l'on posait q^zszm-^r , ce qui donnerait....'»: 
p — q' z=zrm — r , ce changement ne ferait que mettre 
dans le rapport obtenu lâ-dessus ^ m à là place de it » 
et réciproquement. 

7^. Si dans l'expression du coefficient du tenne gé- 
néral du développement de (/n -f- 'i)'' (p. 3oi), on fait 
p = rm -|- r/i , qz=m—q\ d'où p — 9 = r/n »}- ç', et 

qu'on la multiplie par r- — , \r«a.ra > elle deviendra 

ri» -fi rn + - 
- y ^.- ^^ 



il <■ 



l/aTT . (rn — q') =* (rm + <?') " 

— f ; — *- T-v-^— ' — ;)— etc. rm-V-q' m — a' 

e X • 
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Bt nous allons la simplîGer en supposant c[ très petit , 
par rapport aux nombres rm et m. Le premier facteur 
3e met aisément sous la forme 



X 



l/flfrr.» ^7» ^ 

1 

- . . — — • 

(û\ '/ a' \ 

m) \ rm) 

elTectnant la multiplication par le 3* facteur et rédui- 
sant ^ on obtient 



v/ 



TU -I- 7t 



1 I 



Observant ensuite que 



\ • rm/ 

puis développant les exposans de e, et faisant leur 
somme y on trouve , après les réductions , 



£.juC^s[Ll 



sm ârm ' âm âr/n 



+ etc. ; 



•N 



â* édition. âo 



/ 
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et si Ton suppose le nombre <f assez petit par râpfpolt 
aux h ombres hn et i^^ poui: que soïi quitté seul paîâe 
entrer en comparaison avec lèùls^^riebliièlres ^issàîlfici^ 
on réduira cette expression aux termes 

d'où il résultera enfin 

exprèssioii xçôX cloniiérà lèrîè "^têtk- 'àppï:Oilélf<Së ïù r^à^ 
port entre le terme affecté de m"**^V»'^'^,ttta puissance 
(/n-f-ny"*^*, si Ton négligé la série exponentielle qui 
compose le second facl^ur 'dé f expression proposée , et 
qu'on regarde ç^lîgffigre compâ ' able reniement aux 
premières ptiièsànces des nonibfës flh et m (^)« 

Si l'on compatfe -cette ekpressioni à<:eUe du rapport 
entre le développement âe (m + ny***""^* et «on plus 
grand terme (p. 3oa) , on verra que 



m-l-ii 






est une expression approchée du quoti^t de^'ce plus 
gsànd tefme divisé .par >celui -IqM -est affecté de. . . . 
j;^w*^ V*"^»' ; iet si Fort y fait m = ilS^ n.z=siy,.. . 
rm + m=:i4ooo, d'où r=4oo, qf'= ^85 5 élite donne 
44>7^ valeur qui né diffère pas sensiblement de celle 

(*) Elle dcTient ceUfe qu'on ttt)aTe p. «78 de ]» Théorie analjr^ 
tique des ^Rf^à^àifTlitéti lotvqn^^-cbft^a^e-fwtH'^ni^n n , >m eo 
X, rn enx'et (f en i.,' ' 
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qa'a.troayée Nicolas Bernoulli dans l'endroit cité sur k 
page 174, et d*où il conclut que la sbmme des i63 
termes qui précèdent le plus coBsîdérable du dévelop- 
pement de (m 4- n)*4***** et des i63 qui le suivent ^ est 
au l'esté de ce développement, dans un rapport plus 
grand que celui de 43,58 à 1 . 

• On peut parvenir à ce résultat au moyen des re- 
marques faites dans le n** 34; car si Ton conçoit qud 
les groupes de termes formés à partir de M ^ de 
L y etc. y soient composés chacun d'un nombre q' de 
termes > et qu*OB les représente par g^ g\ g"» etc» , 
on auta 

f<| l<«;,etc. 

M 

Si donc on fkit j- = fe , il viendra 

«^'<f.^<^OU<&,g^<^oti<|,etc., 
et par conséquent 
g'+g'+g"+ etc.<(f + ê + § +'etc.)< ^^ . 

et cela , en quelque hombre qu^ .soient les groupes ; 
donc enEn le :groupe g aéra & la sonmie de tous les au<* 
très , dans un rapport plus grand que k^^i l 1 . 

8^. Qu peut encore obtenir plus direoteBient la ¥«" 
leur approchée du rapport ei»tre U ^oupe4e termes 
désigné par j^« c^ la tol^Aité du^âévi^loppenienit de 
(m + ny, eu chc^robMt h «0^99 ^ ViâleurA qw 
prend Texpression 
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V 



Z '^ * 



depub q'=iOy jusqu'au nombre assigné pour sa plas 
g*^ande valeur, au moyen de la série sommatoire donnée 
par £uler dans son Calcul différentiel , et qu'on trouve 
aussi aux endroits cités en note au bas de la page 299. 
Cette formule qui est 

Su =judx + - u+ — T- + etc. , 
lorsqu'on y fait x = q\u=:be , donne 

+ etc. ; 

mais on peut fie borner aux deux premiers termes 
quan^ ba est fort petit y ainsi que cela a lieu pour 
l'exemple proposé , puisque 



m 
arm/i 



±iî,i=i/ZL±_«=j/«. 

mn V aTrrmn V x 



En posant alors (f ^a = t , on obtient l'expression 

qu'il feut prendre depuis ^ = o jusqu'à la plus grande 
valeur de I , et doubler , si l'on veut réunir le groupe 
qui précède- le plus grand' terme ^ à celui qui le suit; 
puis on y ajoutera ce terme. Dans la note III, je revien- 
drai sur l'intégrale indiquée. 
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On peut tirer dejces formules une démonstration de 
la proposition do nH34 ; mais celle de Jacques Bernoullt 
paraît préférable, non-seulement parce qivelle est élé- 
mentaire , mais encore parce qu'on y voit mieux la 
marche de l'approximation que dans les calculs ci-des- 
sus, fondés sur des séries qui ne sont point convergentes 
dans toute leur étendue, et où Ton néglige beaucoup 
de quantités dont il ne semble pas facile d'apprécier 
exactement l'influence sur le résultat. 

En terminant cette note^ je dois dire que la somma- 
tion delà partie moyenne des termes des puissance» 
élevées du binôme, a été ramenée à des intégrales dé- 
finies , par M. Laplace , dan* les Mémoires de l' Aca- 
démie des Sciences ann. 1782, p. 60, et par M. Le- 
gendre , dans les Exercices de Calcul intégral^ "V* par- 
tie , p. 235» 

Sur U n? gi , page iBg^ 

1®. Si Von applique à l'expression de S '^^ (89) ,* 
la formule de Stirling rapportée p. 2()g, on trouvera, en 
faisant abstraction des séries exponentielles , 

n(n — 1). . . • 1 



(wi.-l- 1) (jn -j- 2)..,.(OT-f«n-Jr a) 
TO-f- - n -f- - 



V/a»-. • 



3 
e'".e'» (m+ji + i) * 



Vi 



m"*»" 



eyn^mn. 



(m+n + i). * 



o+r-'. 
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On peut simplifier la dernière de ces expressîoD» t^ 
obsenrant que si p est un très grand nombre par xap* 
port aux noœbrea A et /, on a Bensiblement 

poleque 

et que , si Ton passe aux limites des difFerens termes dé- 
cès séries j en supposant p infinr^ la première devient 

et la seconde se réduit à son premier terme iv 
Par ce moyen , la quantité . 

3 
(m + tt-j-l) ^ = 



(- + ») 'O+ST+li) 



se change en (m + n) ^e ; la valeur de S,*"^ 

devient donc 



Çpi 
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èomme on lè voit dans les Exercices dé' Calcul irir- 
ygmlc, piar H* Legencke (ÏU* p^t , ^. 3^8) ; ^ iï 
observe avec raison ^ qn^ r^|^o3»i9#l909 cqfig^ quA 
tes nombres 77& et n soient tous deux txè$ grands*, 
â^. On trouve de mêBie que 



^m4*A4-H*i 



(m + n+p + l) \ ^ 

8t comme on suppose que les nombres m et n sont très 
grands ^ par-rapport aux nombres p et ç , on peut réduire 

1 



m+7> — ^4--/ p^q>^ a 



(^+^) 



à m ^6 ^ et ainsi des autres : il vient* 

alors 

m + p — 7+- n + ^-H- 

V^ajr. 5— 

• 3 ' 

'» + »+;' + - 
(m + n) * 
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valenrqniydiTiséeparcellede^^"''"^ obtenue précé-' 
démment » donne pour quotient 



(/n+ny 



Cest à peu près ainsi que M. Laplace a démontré 
dans *Ie tome YI des Mémoires des Savons étrangers 
(p. 6a5}> la proposition énoncée i la fin du n® gi. 
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NOTE n. 

Sur Ze n** 46 * p«ge 7^« 

Le calcul aux différences (finies) auquel se lie assez 
natqrellement la théorie des combinaisons y facilite trè» 
souvent la mise en équation des problèmes relatifs aux 
probabilités. Déjà Moiyre en cherchant la loi que sui-> 
vent les valeurs successives des fonctions qui résolvent 
ces problèmes , avait introduit la considération des sé- 
ries récurrentes; mais Talgorithme du calcul aux diffé- 
rences n*étant pas encore complet et l'intégration des 
équations de ce genre n'a;^'ant été effectuée d'une ma- 
nière bien explicite que par Lagrange en 1769 (*) ,■ 
Moivre ne pouvait pas remonter immédiatement à l'ex- 
pression finie des fonctions à déterminer. C'est M. La- 
place qui a fait le premier > en 1773, l'application ex- 
plicite du calcul aux différences à celui des probabili- 
tés; et Lagrange qui, dès 1769^ avait indiqué cette 
application ^ l'ayant reprise en 1775, a résolu par le 
même moyen les plus importantes et les plus difficiles 
des questions que Moivre avait traitées dans la Doctrine 
des Chances (*^. Je ne puis donner ici qu'une idée de 
cette méthode > et je l'appliquerai d'abord à la question 
du h** cité. 

1^. Désignons par I^ le nombre des combinaisons im- 
paires dont m pièces sont susceptibles , par Pm celui 
des combinaisons paires y et cherchons* ce que devien- 
nent ces fonctions de m, quand cette variable augmente 

{*) Miseellanea Taurinensia , tom. I, pag. 33. 
{**) Mémoires des Savons étrangers, tom. VU, 1773 , p. xi3y 
Mémoires de VAcadémie dé Berlin, année i775j pag. a4o. 
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de Tunité. II est yî&ible que si Ton introduit la nouyeltë- 
pièce dana les combinaisons paires^ elle les rendra imr- 
paires , et que de plus ^ prise seule , elle en foimera une - 
de cette espèce , ce qui doiinera par conséquent /'m+ 1 
combinaisons impaires , outre les /m du cas précédent. 
Quant aux combinaisons impaires , Taddition de la nou- 
velle pièce les rendra paires , et le non^re des combi- 
naisons de cette espèce, qui était P^» ^^ra ^agm«nté de^ 
/,* ; mais I^t^i et Pnu^j étant les nouvelles valeurs des^ 
fQnctions /a ^ JPmi U en résultera les éqiiatioiia 

En vcrlu de la seconde , la première devient 
et y si Ton dimiQue m de l'unité , donne 

aa pioyen de quoi cliassaAt Pn+i ,d^ Id première^ 
équation , on obtient 

éqqation du premier degré et du premier ordre à coef- 
ficiens constans, et à laquelle on satisfait en posant' 
f^zzz^tf,'^. Le coefficient^ reste arbitraire, et l'on trouve 
•=a , d'où /m;=:a'"y/; mais comme 7m doit se réduire 
à I , quaad 771 = i , il f^ut que ^ = f : on a donc 
/„:;=a"'"*, et par conséquent Pg^=I^ — 1 ==»■*"* — 1.. 
On conclut de là les probabilités 

/« a—» P« 2»-«— 1 



Im+Pm 2«— 1* Im + Pm a~— l*^ 

comme dans le n** 4^ > ^^'^ 4e plus , cette analyse fait 
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bien voir comment il arrive que le nombre de* combi- 
naisons impaires doit surpasser de Tunité celui des com^ 
binaîsons pairet, ce qui n'avait pas été aperçu par 
Mairan qni s'occupa le premier de ce problèrûe (^). . 

â^. La question précédente ne dépendait qne d'une 
équation aux différences à deux variables ; mais on est 
conduit firéquemment à des équations aux diSerehces 
partielles : la détermination de la probabilité Sa^menet 
au moins un nombre donné de fais y dans un nombre- 
donné d'épreuves , un évènemeM désigné , en offre un 
exemple. C'est le premier problème résolu par La- 
grange, dans le Mémoire cité ; et voici comment il le 
met en équation. A l'exemple de Montmort , il prend 
pour inconnue le sort du joueur , c'est-à-dire son espé- 
rance mathématique ^ mais il suppose égale à l'unité la 
somme espérée , te qui réduit le sort du joueur à la 
probabilité de gagner. Diaprés cette déSnîtion , il s'ap** 
'puie sur le principe, que le sort^^n joueur, à un coup 
quelconque j se con^ose de la réunion des divers résuU 
tats que peut amener ce coup^ multipliés par la proba^ 
bilit/é de les obtenir (SS)* 

Gela posé , en représentant par y,^, le sort àw 
joueur lorsqu'il ne lui reste plus qu'un nombre x d'é- 
preuves à tenter, et qu'il manque encore un nombre t 
de répétitions de l^évènement désigné dont la probabi^ 
Hté est e I on formera l'équation 

^x_T,m-i indiquant le sojrt du joueur au coup^ suivant , 
lorsqu'il a amené l'événement demandé , et j^;^^,^ lors- 
qu'il ne l'a pas amené. 



(*) Mémoires de l'Académie des Sciences, «uiaée 1728, p. 5^ 
d^i VUistoieç, 
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Pour Tintégration de cette équation aux différence* 
partielles à trois variables, je renverrai au Mémoire 
de Lagrange , ou au 3* volume de mon Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral (in-4*») , et je- 
Bic bornerai à rapporter la valeur deJfx,^qui s'en dé- 
duit y savoir 

Lorsque a;r=p, i:=zr ^ r — e^zf^ il. en résulte 

^.^^e^f^+I/H-îl^y^ + etc.} 

pour la probabilité d'amener , ^ns un fiombre p d'é- 
preuves y. au moins n fois l'événement désigné. 

Par la formule^ du n® 22a ^ en faisant p^^qzzzr , et 
mettant e^ en facteur commun , on trouverait 

e'{eP-'+^y— /+^i^=i^cP-^/'+ etc. J; 

puis substituant les puissances de 1 — /^ à celles de e 
qui sont entre les accolades , on retomberait sur la 
formule précédente , que Moivre avait trouvée pas 
induction (*). 

Sur ie n*» 57, page qu 

Voici le développement de la solution que M. Lar 
place donne de la même question dans sa Théorie 



{*) Doctrine of* Chances , pig. i3. 
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tmaly tique des Probabilités , page 191. En conser- 
vant les dénominations que j'ai employées dans le 
n^ cité^ il peut se présenter à un tirage l'un quel- 
conque des 

711(771 — i). . .(tti — £ + 1) 



1.22 



arrangemens des tti numéros en nombre i ; la liste de 
n tirages sera donc formée d'un nombre n de ces arran- 
gemens , pris sur un nombre total 

/ 711(771— 1). ,.. .(/Tl — £ + i) )** 
l Ta i S ' 

«t comprendra en tout in numéros. Soit maintenant 
Zm,i le nombre de ces mêmes arrangemens, dans les- 
quels il ne manque aucun des numéros 1 , a > 3,. . .^ , 
£m.9-.i le nombre des arrangemens , où il ne manque 
aucun des numéros 1 , a , 3 , . . . ç — 1 ; ce dernier sur- 
passera évidemment le premier , puisque , outre les 
arrangemens qui comprennent les n®* 1, 2, 3,...<7— -1 , 
combinés avec ïe nombre q , il renferme aussi ceux où 
■ce numéro manque , et qui ne sauraient faire partie de 
Zm,^. Mais les arrangemens où le n® q manque pouvant 
résulter d'une loterie composée seulement de 771 — i 
numéros , leur nombre «st reprisent^ par ^m^i.f^x^ on 
aura donc l'équation 

la différence A étant prise par rapport à m seulement. 

Au lieu d'intégrer cette équation , on peut s*en servir 
pour dériver successivement de ^,1 , les valeurs de 
2w.A , W,3 y etc. ; car elle donne 
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d^où Ton conclut «isémaiit 

Or^ tm, X I OU lê nombre des arrangemens dans lesqueU 
ne kûaâi^ûË point lô nombre i , étant égal au nombre 
total des arrangeméâs (}ue comporte la lot^« propo^ 
^e , diminué du nombre total de ceux qui réciteraient 
d\ine loterie cotnpoyé^ dèulem^nt des m «»— i numéros 
autres que i , sera , d'après ce qu^on a dit au comment- 
cernent de cet articUi 

f 

changeant donc m en m-— 9 -4- 1 dans cette expression, 
|)our la substituer dans celle de «w^« trouvée plus 
ban t. 9 on aura 

A'.Ttm — q)(m — <;— 0— 1^^* — i — ^^7 4-0)* 



çn ï) oubliant pas que la diSerenoe indiquée ne se 
rapporte qu^à nu 

Qn peut ipôser^ pour abvépr.^ m^-*(/'£=:r, Oe qui 

donnera 

_ £^.{sl^s — 1). . .(JP — i 4- 1)]" 
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^îfferéàtîet par rapport à * , et faire ensuite st=2 0, si 
Ton vetjt ptetkère q-^itn, afin d'avoir le noi#re 
d*al¥ângemen9 ou de listes d'api*ès lesquels tous lés 
nuÉbéroà stoot sortis : àlow la probabilité demandée 
»êra éxpiMée par 

*'»»^ «^ 

{ m{m — i). . .(m — irhO ï * 



Sur le n* Go, page 102. 

Ce problème de la durée des parties jouées en tabaU 
tant peut, dans son état le plus général , s'énoncer 
ainsi : deux joueurs y ayant chacun un certain nombre 
de jetons , jouent ensemble à cette condition ^que celui 
qui perdra une partie donnera un jeton à t autre ; on 
demande combien il y a à parier que le jeu , qui peut 
durer à Finfini^ sera fini en un certain nombre de 
parties au plus , en sorte que l'un des deux joueurs 
aura gagné tous les jetons de l'autre (p. 2S9 du Mé* 
moire de Lagrange)? Voici comment il se met en équa- 
tion. Si l'on désigne par x le nombre des coups qui 
restent à jouer, par t le nombre de jetons que possède 
alors Tun des joueurs , on aura , d'après le principe 
rappelé sur la page 3i5,^x,i étant le sort de ce joueur» 
et e la probabilité de gagner la partie , 

la même équation que celle du problème YI de La- 
grange (p, a6i de son Mémoire) , bù il ne considère 
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qu'un seul joueur panant d'amener un événement dé* 
signé , b fois de plus que Tévènement contraire , ou ç 
fois de moins. Suivant l'énoncé rapporté plus haut y b 
représente le nombre de jetoiis du second joueur , ç 
celui des jetons du premier; et le jeu finit lorsque 
X étant égal à zéro , t=:C'{^b , ce qui fait gagner 
le premier joueur, ou lorsque t=:o, ce qui fait ga- 
gner le second. 

Si les deux joueurs avaient chacun le même nombre 
de jetons et que e fut égal à | , le problème devien- 
drait alors le même que celui dont j'ai indiqué les 
cas les plus simples , à l'article cité. 



\ 
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NOTE III. 



Sur /e n* 7S, page 126. 

En désignant par àx i*accroissement dû capital ^ on 

kdx 
à sur-le-champ — ^ pour la mesuce de l'ilnportancé 

de cet accroissement; en intégrant, il vient Ulx^^-const,, 
et si Ton détermine la constante pour que ce résultat 
8*évanouis8e lorsque x=a, on obtiendra 

. irix — la)=ftl-. 

a 



Sur & n* 88, page i5i* 

1^. Si Ton représente par dx les parties dans les- 
quelles on conçoit que^ l'unité est divisée , la somme 
que Ton cherche sera exprimée par 

fx^àxÇ^i'^xy. 

LMntégration par parties appliquée au facteur ji^àx , 
donne d'abord 

en répétant cette opération un nombre n de fois , on 

fait disparaître le facteur 1 — x, et on obtient la for- 
mule de la page i53. 

a* édition* *i 
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La formula désignée par -> 

. dani le texte ^ équivaut à Tintégrale . 

prise depuis x = a jusqu'à a?=6; et la probabilité 
d'obtenir, eur un nombre p d'épreuves nouvelles, p— </ 
évènemens Jl etp évènemens^ (gi), sera 

p(p—i).,.(p--g+ i) . fx'^P'^âxii^x)'^ 
•1.2. 3... g ^ /x«dx(i— X)» * 

les intégrales étant prises depuis xr=ro jusqu'à x = i. 
22®. La considération des valeurs moyennes (93) con- 
duit très simplement aux intégrales; car dx étant Tac* 
croissement des valeurs de x, le nombre de ces valeurs 

comprises dans l'unité , sera — > et la valeur moyenne 

KAJC 

résultante de toutes celles que pi^nd dans cet inter- 
valle , la fonction x"'(i — x)*^era égale à la somme 
des valeurs successives de cettç fonction, divisée par 

-3- , c'est-à-dire à 

1 "* ^ 

dx 

Sur ce pied la probabilité d'un nouvel évènen^ent jf, 
et celle d'un nouvel événement B , deviennent 

/3:»»^'dx(i — x)» /x"'dx(i— x)»-^' 

/x~ax(i — xy * /x^dxCi — x)* ' 



«t Von toit qae leur somme eit égale à Tuniréy pnisqu^ 
toutes ces intégrales sont, prises entre les mêmes limi«* 
les , a: = o et x = i * 

Nous ferons observer ici en passant , qu*en général 

b—a' 

l'intégrale étant prise depuis or =: a jusqu'à a:=:6 , cx^ 
prime la valeur moyenne eatre toutes celles que l'or- 
donnée j' d'une courbe peut recevoir depuis l'abscisse a 
jusqu'à Tabscisse b. 

Sur le n* gS, page 168, 

Suivant la notation précédente , les termes dont la 
formation est seulement indiquée à l'endroit cité ^ au-, 
ront pour expression générale 

1 ,3. 3. . . ,ç 

61 1 on fait» pour abréger, -^ ^ =p , les intégra- 

il 

les se rapportant à x seul , et devant être prises entre 
les limites a?==o et x= 1. Il reste ensuite à faire la* 
somme des diverses valeurs que donnerait celte ex- 
pression , lorsqu'on assignera successivement à z, tant 
positivement que négativement , tous les npmbres 
entiers compris entre o et 5oocoo. 

Pour obtenir cette somme , M. Laplacè développe 
d'abord I par ses formules approximatives» !q coei&r 

ai . . 
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cîeot da binôme et les intégrales indiquées 9 ce qui peut 
auséi s'effectuer par la formule de Stirling (^voyez ci- 
dessus f p. 3oo et 309) ; et comme le résultat auquel il 

—A»» 
parvient renferme une exponentielle de la forme e , 

qui décroît rapidement dès que les valeurs de z devien-^ 
nent un peu considérables ^ au lieu de chercher la pro- 
babilité qui s'étend de z = — Booooo jusqu'à 

2 = 4* Voodoo , il passe à la probabilité contraire qui 
8'e compose des termes où z surpasse Sooooo. De plus, 

—As* 
la petitesse des valeurs correspondantes de e j lut 

permet de prendre pour dernière limite Tinfini ; et à 

cause que la fonction e demeure la même^ quel 

que soit le signe de z, la somme cherchée est le double 
de celle qui s'étend de 2 = 5ooocx> à 2= in£ni. 

Les accroissemens de z, égaux à l'unité, pouvant alors 
être regardés commeinEniment petits, par rapport à la di^^ 
stance des limites de cette variable , M. Laplace substitue 
à la somme[cherchée, l'intégrale aux différentielles qui est 
la limite de cette somme , et qui n'en diffère que très peu 
dans le cas actuel^ ainsi qu'onpeut le voir, en considérant 
que plus un polygone inscrit ou circonscrit à une courbe 
a de côtés dans un espace donné, plus son'aire approche 
de la portion correspondante de cette courbe. La question 
est donc ainsi ramenée à obtenir , entre les limites in- 

diquées plus haut, l'intégrale /è âz, sur laquelle )e 
reviendrai plus loin. 

Sur le n* 99 , page 17a, 

!•. Suivant la notation du calcul intégral , la proba- 
bilité indiquée dans cet article a pour expression la va- 
leti de l'intégrale fx'^dx (1 — a;)", prise entre les limi- 
tes^ a;=a , x=i , divisée par sa valeur prise entre le» 
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limite! x=zo etâ?= i ; cette dernière ajdnt déjà été 
trouvée ci-deâstis (p. 3og), je vais chercher la première^ 
pour laquelle 

û= — i — — c, 6 = — ; Hc, 

et faire en conséquence 

a:=— r— -f'^> a ou i — x= ■ ■■■ — i6» 

ce qui donnera 

si , pour abréger , on pose m + n = r ; et les limites de 
z seront — c et + c. 

On peut d'abord penser à développer cette trans- 
formée^ suivant les puissances des , en l'écrivant ainsi : 



1^114*» 






mais en la convertissant en exponentielle^ on parvient 
à un résultat plus simple. Pour cela > on observe que 



(»+^)''=e'»<'+0; 



et développant le logarithme indiqué ^ on trouve 

e 



de même 



îîN"-„'*-lS-+3Sr-*'«- 
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■ 

Cela pojfé» si l'on néglige le terme affecté de z* et k^ 
tnivans , ce dont nous yerrons bientôt la possibilité ^ 
quand m et n sont de grands nombres ^ Tintégrale cher- 
chée sera réduite à 

e » Vit nJ^^J^ am^^. 



faisant alors 



=< . dou «=U/--3-» 

anm * V H 

elle se change en 

V r^ Ja d/; 
et les limites de z étant — c et + c , celles de t seront 

V flm/> ^ V am» 

mais , à cause que la fonction e demeure la même ^ 
qi}el.,que,)Soit le si^e de <^ il suffira de prendre l'in* 
tégralè précédente , depuis ( := o » jusqu'à. ..;,•..•• 

< = c 1/ , et de doubler la valeur obtenue ainsi. 

Par ce moyen on aura 

/x"dx(i-^a:)« = -pj^.a^— j-/e-< dl; 

s 

et divisant ce résultat par 






(m + /i)«-^'-^* V m+ 
valcur approchée do Tintégralo yx"'dx(i — jr)*, prise 



V 
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entre lei limites x = o et xsi (p. 3io ) , «a aur« 
pour la probabilité cherchée 

Cest donc de la Taleur de fe^ àt , entre les limites 
indiquées ci-dessus, que dépend en dernier résultat Tap- 
proximation demandée ; or cette intégrale prise depuis 

^ = jusqu'à t infini, est seulement^ \/8r(*) , et elle 
en approche beaucoup, dès que t devient un peu consi* 

dérable, parce que la fonction c*" décroît alors avec 
une rapidité de plus en plus grande. Il suit de là que 
la valeur de la probabilité cherchée , tend continuel- 
lement vers Tunîté, et qu'elle en approche d'autant 
plus , que la limite 



V SLmn 



SLmn 
est plus considérable. Mais pour qu'il en fioit ainsi'» 

il faut que c surpasse beaucoup — =. , car t/ 

/- / r* r* 

étant yr. 1/ , la quantité • dans son mi- 

V 2mn ^ zmn 

nimum qui répond à 771 = tz , se réduit à a. 

D'un autre côté , pour qu'il soit permis de né- 

gliger le terme 5— ^ dans la série exponentielle dir 

1 -I — ) (P* SaS) , il faut qu'en 
y faisant a = e, ce terme demeure fort petit. Or, en 

(*) Voyez h la ûa du Traité élémentaire de Calcul différentiel 
et du Calcul intégral, 3* cditioiu 
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mettaut à part le facteur g~ qui ne peut paa tom- 
ber au-dessous de ^, il reste Je facteur rz^ qui, de-, 
venant rc^ à la limite de l'intégrale , et se changeant 

en r ' , lorsqu'on fait c 3= -7- , prendra un expo- 

sant négatif, 8i^>i. Joignant cette condition avec 
la précédente , on en conclura que pour obtenir l'ap- 
proximation supposée , c doit être entre j— r et 

-J-" ; que pat conséquent phis r sera eonsidérable , 

toute choses d'ailleurs égales, plus on pourra prendre 
c petit, et que moins on réduira l'a valeur de c ,• 
plus la limite de t deviendra grande , plus alors la 
probabilité cherchée approchera de l'unité. 

a**. L'usage fréquent que l'on peut faire de Tinté- 

grale fe it , qui se présente souvent dans cette re- 
cherche , comme dans beaucoup d'autres ^ est une- 
raison pour entrer ici dans quelques détails à son 
sujet. 

D'abord la valeur de cette intégrale étant la même 
pour les t négatifs , que pour les t positifs , on peut 
aux limites * = — infini et ^ = 0, substituer t = o et 
i-=i infini , qui se succèdent dans le même ordre , par 
rapport à l'accroissement de la variable t. 

En substituant à 0"" son développement suivant Iç» 
puissances ascendantes de t, et en intégrant, on forme 

une série qqi donne la valeur de fe àt , lorsque la 
limite de t n'est pa3 un grand nombre ; mais dans le 
cas contraire, il faut chercjicr une série descendante 
qui s'obtient en faisant attention que 



DES PROBABILITES. Û2Q 

et en continuant cette intégration par parties sur le 

facteur e , après avoir multiplié et divisé par t. On 
trouve de cette ^manière le développement 

^— «•,, e^^' f 1,3 3.5 . ) 

Je dr = ^ 1 — — . 4- -.- 4- etc. > , 

* 

qui, s*évanouissant lorsque t est inEni^ donne depuis 
t=T jusqu'à t infini , 

— f ^ J. ^ ^-^ -L. f l 

Retranchant ce résultat de ^ V x, on aura la valeur d« 

fe dt depuis tz= o , Jusqu'à î = y. 

La série ci-dessus cesse d'être convergente , mais 
d'autant plus tard que T est plus grand ; et comme 
ses termes sont alternativement positifs et négatifs , elle 
donne jusque-là des limites très resserrées de la va- 
leur que l'on cherche. 
■ 3°. Dans la transformation précéd. defx^àx(i — a?)* 

en fe àt , nous n'avons employé que les premiers 
termes de la série exponentielle en 2 (p. SaB); il est 
cependant possible d'avoir égard aux autres , en fai- 
sant d'abord égal à — t*, l'exposant de e dans le produit 

des développemens de T i H — -J et de f i j , ce 

qui donne 
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OU bien , 

i^z* , Hg^(m — n) , 7*z^(m*— my i't"'**) l t *• 

en changeant les signes, réduisant et observant qaa 
^n* — m^rz: — r(m — n), m^+ 7i^= r(m' — mn+ n*), etc. 
On déduira d'abord de cette équation les limites det 
au moyen de celles de z * puis on: y fera 

z = M+ 2?t»+ Ct^+ etc. , 

pour obtenir ds ; et les coefGcîens A, B , C, etc. , se 
détermineront à Tordinaire en établissant l'identité des 
deux membres : on aura ensuite 



m"*/!" ^—t* 



=7npr/"«~ di y + a^f + 3Cf +etc.}. 

Lorsque la variable t doit être comprise entre des 
limites positive et négative de même grandeur , on sim-> 
plifie le calcul , en séparant Tintégrale en deux parties-, 
l'une embrassant les valeurs positives de ^, et l'autre les 
valeurs négatives ; car ayant d*uue part 

de Tautre 

— /e""''di{^ — 22?r + 3a»— etc.), 
et retranchant le second résultat du premier , on obtient 



,m^n 



fx'"àx(,i—xy=z-^^.af6~^ d/{^-î-3Ci»-f etc.). 



yju-h» 
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Dans le cas particulier que nous examinons , les 
limites de t ne pourraient être supposées de même gran« 
deur, qu'autant qu'on négligerait les puissances de z 
supérieures à la seconde; mais s'il s'agissait d'obtenir 
l'intégrale fx'^àxÇ^i — x)", entre les limites a; = o 
et a;= I ^ cela reviendrait à supposer nuls alternative- 
ment les facteurs 

1-1 — et I — — , ou la fonction e^ . 

et par conséquent assigner à t pour limites l'inEnî po- 
sitif et l'inBni négatif. Dans ce cas on a ^ depuis t r= 9 

jusqu'à t infini, /e'"'*d^ = | V^âr (?• 327) ; on en con- 
clut aisément j au moyen de l'intégration par parties , 

fé- ''Mt=— i e- ^'t'+ ?/e- '•+d^=Ll^. l/;;',etc.. 
^ a •a*' a. a ^ * 

d'où 

A«dx(i-ar)»=^Vi{^+^C-t-|;|£: + etc^ ; 

et si l'on fait le calcul indiqué pag. 33o pour obtenir 
les coéfEciens du développement de 2 en t^ on trouvera 

^ 771* — iMnn + n^ 

etc. 
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£n se bornant au premier terme , on a précisément 
]a valeur approchée de yà:'"da:(i — a:)" déduite de la 
formule de Stirling, p. 3io. 

Dans ce qui précède ^ j*ai suivi en grande partie la 
marche tracée par M. Laplace dans le premier Mé- 
moire qu'i[ a publié sur le Calcul des Probabilités , 
Savons Étrangers, t. VI , p. 626, et par M, Legendre , 
dans la troisième partie de ses Exercices de Calcul 
intégral f p. 343 (*). 



Sur le n** 111 , page 196. 

* J8^* Les figures 1 et a , indiquées à l'endroit cité, n'ont 
pas grand besoin d'explication ; il suffira de dire qu'on 
s'est proposé , dans la figure 1 '*, de donner une idée de» 
différences les plus grandes que présentent les tables 
de mortalité. Pour cela , on a construit les courbes ré- 
sultantes des tables dressées par Siissmilch , pour 
Vienne, en Autriche; par Muret, pour les campagnes 
de la Suisse ; et de celle de V jinnuaire du Bureau des 
Longitudes y dressée par M. Duvillard, et qui doit 
offrir les nombres moyens pris sur toute la France. 

5i ces courbes paraissent se terminer à l'âge de 100 
ans , ce n'est pas que les tables dont on s'est servi. ne 



(*) Ceux qui youdront suivre dans ses progrès , la théorie des ap- 
proximations pour les formules de grands nombres, devront con- 
sulter d'abord le Tracta%us de summatione et interpolatione 
serierum , de Stirling, p. i35; les Miscellanea analytica de 
seriebus et quadraturis , de Moivre, pag. 4 du Suppl(^ment ; et 
passer au Calcul différentiel d'Eulcv , a® part., cbap. YI , puis 
aux Mémoires de V Académie des Sciknces\iO\xv\çs années 1778^ 
pag. 237^ 17^'J, pag. I , et 1783, pag. 4^3 ; et enfin à la Théorie 
analytique des Probabilités , livre I^f , a» particr 
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continssent quelque* centenaires; mais leur nombre, 
comparé à celui des naissances , s*est trouvé trop petit 
pour donner une grandeur linéaire sensible sur la 
figure. 

La ligne droite^ qui va de l'extrémité des naissances 
jusqu'au dernier terme de la vie , a été tirée pour mon- 
trer combien , dans les premiers et dans les derniers 
âges , le décroissement du nombre des vivans s'éloigne 
de l'uniformité.On voit ensuite dans quelle partie chaque 
courbe devient à peu près droite , et par là dans quels 
âges on pourrait prendre pour représenter la loi de mor- 
talité , une progression par différence , ce qui peut être 
quelquefois utile (112, iû7)« 

La ligne pienée , par le milieu des naissances , parai- 
lèlement à la base de la figure / rencontre les courbes 
au point où il ne reste plus en vie que la moitié des in- 
dividus , et montre une bien grande différence pour la 
force réelle de la population (1 15), entre les trois lieux 
pris pour exemples. 

Sur le n® 118, page aog. 

Lorsque la loi de mortalité est exprimée par une for- 
mule algébrique, on en déduit toutes les conséquences , 
au moyen du calcul différentiel et du calcul intégral ; 
mais on peut aussi opérer immédiatement sur la courbe 
qui représente cette formule ; et c'est ce que je vais faire 
d'abord, parce que ce procédé, plus simple et parlant 
aux yeux, mène très directement aux expressions ana-« 
ly tiques. 

1®. La vie probable ^ ou plus généralement l'âge au^ 
quel sera réduit, dans un rapport donné , le nombre 
des individus ayant actuellement un âge donné, se de- 
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f ig. X termine en élevant sur Tâge donné AP^Jîg^ 3 , l-ordoii« 
née PMy et prenant une partie PR^ égale au nombre 
des individus qui doivent rester à l'âge cherchée Tirant, 
parallèlement à VscxeAB ^ la droite RN ^ elle rencon- 
trera la courbe au point N ^ dont Tabscisse u/Q expri- 
mera l'âge cherché* 

Dans le cas de la vie probable, PR=IPM. 

a". Passons à la recherche de la vie moyenne. Si Ton 
F|g. 4. prend d'abord sur l'axe des abscisses AB^fig. 4> en 
commençant au point P correspondant à l'âge duquel 
on veut partir, des divisions égales PP\ P'P", P'P*, etCr, 
qu'on élève les ordonnées correspondantes , et qu'on 
mène, parallèlement à AB, les droites M'R, M''Ky etc., 
les parties MR,RR\ R'R\ etc., de l'ordonnée PM , 
marqueront le nombre des morts qui auront lieu dans 
chaque intervalle égal à PP'\ ainsi PP' sera la durée 
de la vie du nombre des individus représenté par MR , 
PP" celle du nombre représenté par RR' y PP" celle 
du nombre représenté par RR**^ et ainsi de suite. La 
durée de la vie moyenne sera donc exprimée ^ar 

__^_ (,.3), 

c'est-à-dire parla somme des rectangles il/M', RM*, 
R'M'", etc. , divisée par l'ordonnée PM. Mais il est 
visible que la somme de ces rectangles , formant le 
polygone PMQQ'Q'\ . , ,B y diffère d'autant moins 
de PMM'M",,,B , ou de la courbe de mortalité , que 
les intervalles PP' , P'P", etc., sont plus petits. 
En supposant donc la loi de continuité dans les dé-^ 
ces , et passant en conséquence à la limite , il faudra 
substituer la courbe au polygone , ce qui donnera 
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PM 

pour la dorée de la vie moyenne , à partir de Tâge AP. 

Il suit de là , que si Ton construit sur l^rdonnée 
PM,fig. 5 , un rectangle PMTS équivalent à 1 aire FJG. Si 
curviligne PMB ^ la base PS indiquera le nombre 
cherché. 

L'aire du segment de la courbe CMB étant repré- 
sentée en général par fyàx^ on a pour la durée de la 
vie mpyenne l'expression analytique 

fyàx 

y 

Si Ton y met pour y la valeur proposée par Lam- 
bert (lia), les intégrations à effectuer n'auront au- 
cune difficulté* ' 

S**. Ce qui précède fait bien voir comment la vie 
probable diffère de la vie moyenne ; celle-ci n'est égale. 
à la première que quand la ligne de mortalité PMB 
devient droite, parce qu'alors au point O, où OJz=.\PM^ 
les triangles BOI et MLl sont égaux ; ainsi le rec- 
tangle ^ZiOP est équivalent au triangle P]\W* Je 
rapporterai ici, d'après M. Duvillard (*), la démons- 
tration générale que Lambert a donné de cette diffé- 
rence. 

La ligne BP^nx étant prise pour l'abscisse du point 
Jkf , si Ton conçoit l'équation de la courbe CMB déve- 
loppée dans la forme 

(*) Recherches sur les Emprunts, p. §i. . 
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on aura 

/ydx'=î2Ç- + !iÇL' + etc. 

Cette inf%rale étant nulle lorsque j^£=o , n*a pas besoiiï 
de constante , et l*on en conclut pour la vie moyenne 

mais QN étant {PM— \y, il s'ensait 

BQ=:a{^yr + b{kyY+e\c. , 
P (^PB^BQ^^ay-Çi- ±)+iy«(, - 1) + etc. 

Cela posé, pour qu'on ait PQ = P5, quel que soif 
y, il faut que 

1 m 1 n 

a* m + 1 • a** n + i ' 

d*où il suit, 

a"*=i-|-m, a»=:i + w, etc/ 

Mais (lacune de ces équations ne donnant de valeur» 
réelles que m = o, 771=1, 71 = 0, 7i=si, en em'- 
ployant l'une et l'autre de ces valeurs, on. ne trou- 
vera que x' = a + iy, équation de la ligne droite. 

4". La manière dont la population se compose suivant 
les âges , ou la loi de la population , résulte aussi des 
constructions et des formules indiquées ci-dessus ; car 
la somme de tous les nombres de la table, depuis un 
âge donné AP jusqu'à la fin, est représentée par 
Taire PMB, exprimée en nombres. 

En effet, le nombre des naissances annuelles étant 
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exprimé par N ^ si on les suppose également distri- 
buées sur chaque instant de Tannée , on aura 

— =ivdx, 
1 

dx 

pour celles qui répondent à l'instant dx } dans les sui- 
vans , le nombre dés vivans étant réduit à y', y" y etc. , 
on aura 

^'=ydx,^i^"=yda:,etc.(n8);' " 

et par conséquent 

Ndx + ydx + y''dx + etc. 'z=:Jyàx. 

il suft de là , que l'ordonnée qui divise en deux par- 
ties égales Taire ACB , indique Tâge au-dessous et au- 
dessus duquel sont comprises les deux moitiés de la pp-^ 
pulation. 

Eu appliquant cette remarque à la figure j , ou verra ï'ig* » 
Timmense avantage que la population des campagnes 
de la Suisse a sur les. deux autres , par rapport à cette ' 
circonstance, , , '. ,^ 

5®. On peut demander encore guel est F âge moyen 
de la population , c'est-à-dire celui qui' s'obtient en di - ' 
visant la somme des âges, de tous les individus par ié ' 
nombre de ces individus. Suivant cette définition , xy 
étant la somme des âges de y individus de Tâge x , 
il viendra, pour les âges à/ , x" ^ x^, etc. , Tex- 
pression • 

^y+^y-<r;xy-fetc. .. 
a* édition, a/> 
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Multipliant kn deux termes par dx, et paaNuH «n» 
intégrales» U nombro^ chefcbé stra exprûné pai; )^ 
formub 

lés intégrale» ayant pour linaitea ceUes des igjea qne Ton. 
embrasse. 

On voit qu'il est égal à l'abscisse du centre de g^- 
vite du segment de courbe correspondant à ces âges. 
• La différence entre l'âge moyen et la durée de la vie 
moyenne est facile à saisir lorsque la ligne de mt»:tatitô 
est droite ; car alors le centre de gravité est au tiers de 
Fig* 5. AB,fiç^ 5 » à partir du point ^, et la lie probable 
répond à la moitié; 

Fig. 6. 6^. Le rapport de l'ordonnée d'une courbe MP^fig. 6, 
à la soiitaQgente PTyOn le coefficient différentiel ^, ex- 
primant la limite du rapport des changemens de l'or- 
donnée à ceux de l'abscisse , indique la tendance plus 
ou moins grande de cette courbe , dans chacun de ses 
points , à se rapprocher de l'axe des abscisses , et peut 
servir à mesurer , dans la courbe de ihertalité , )a toi- 
dance à mourir relative à chaque âge; le rappert in-» 

djç 
verse , celui de PTk PM ou -p, mesurant Teffet con- 
traire, pourra être appelé Id vitalUé de chaque âge. 



Sur le n^ 127, page adS» 

1,". Si Ton conçoit que la rente s se paie par por- 
tions égales à ^dx , x désignant le temps écoulé depoia 
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Tongbo âa placement ;qti*on représente par s la pro- 
babilité que rinditidu qfii t'a fait Bxutera aa bout du 
temps x\ enfin que , pour abréger , on fasse x^t-^^q^ 
la^omme ycLr» rapportée à TorigHie de ce temps, «t 
aokipUée p«r la probabilité <dt ia payer, devi^dM 

et Tintégrale devra être prise depuis x=o^ jnsQp'à 
râze le plus avance de la table de mortalité. 

Ce qui précède suppose qu'on ait l'expression algé- 
brique de la loi de mortalité^ ou l'équation de la courbe 
^ui représente cette loi (pa). Soit^==f(x} cette 
équation, y ^tant le nombre de vivans à TâgG ^ 
compté depuis la naissance ; pour ti:ansporter l'ori- 
gine des X k l'âge a, il suffira d'écrire a + ^> 4U 
lieu de j? I ce qui donnera jf =;= f (a + x) ; or le nom- 
bre des vivans de l'âge a étant f (a) > on aura 

fCa^-^) ^^ p, * /*daf(a4-x) 



f(a) 



« ^=4/' 



On peut laisser partir la variable x de la naissance, 
en écrivant seulement <7*"^, au lieu de ç*, et la for- 
mule ci-dessus devient 



s ./^dxf(x) 



/• 



Tintégrale étant prise depuis x-^za ^ijusqu^à la fin de 
la table de mortalité. 

a^. Si la rente ne devait :co»mencer à courir qu'un 
nombre n d'années après l'époque du placement , a 
étant l'âge auquel il s^est fait , la valeur du capital se* 
rait oncore 

as. . 
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mais rintégrale ne devrait commencer qu'à a;=a4-i» , 
parce qu'il faut en retrancher toute la partie qui pré- 
cède le premier paiement de la rente. 

L'application de ces expressions > soit à la formule de 
Lambert, soit à l'hypothèse de Moivre, rapportées dans 
le n° lia, est trop facile pour s'y arrêter; je me bor- 
nerai donc à faire observer que l'introduction de la loi 
de continuité , distribuant les décès et les paîemens sur 
tous les înstans de fâge, convient mieux que toute autre 
hypothèse , au cas où le banquier s'engage à payer aux 
héritiers , la portion de rente échue depuis le décès da 
rentier; mais elle change un peu le produit de l'intérêt 
de l'argent , parce que , datis la pratique , on n'obtient 
pas, pour de petits intervalles de temps , l'intérêt com- 
posé , mais l'intérêt simple. 

3°. £n substituant les différences aux différentielles , 
on mettra tel intervalle qu'on voudra entre Jes paie- 
mens; car alors on pourra calculer la somme de la 
suite des valeurs de l'expression 

5f(x) 



X— d > 



à partir de a^s= a , en faisant croître x de la diffé- 
rence h assignée pour l'intervalle de deux paiement. 
Cette somme dépend, comme on sait, de l'intégrale 

tCa) 9--' 
et l'on obtiendrait son développement, par la série 
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somniatoire d'Euler , citée page 3o8 » en y faisant. • . 

a=îr7~-4z:. C'est à peu près ainsi que M. Laplaco 

traite ce sujet dans la Théorie analytique des Proba^ 
bilitéSj p. 4^6 • 

On pourrait aussi résoudre, pardes constructions géo- 
métriques, les questions relatives auxrentes , en combi- 
nant avec la courbe de mentalité , la logarithmique, au 
moyen de laquelle on représente la marche de l'intérêt 
de l'argent : c'est ce qu'a fait M. Duvillard , dans ses 
Recherches sur les Emprunts. 

Sur le a® i54, page 373,, 
La formule de cet article revient à 



fxPàx{i-^xy+fxffix(^i—xy' 

les intégrales étabt prises depuis a:=a jusqu'à xt=zb. 

Quand a==| et 4=1, on peut changer yi^dx(i-—a?y 
en fx^dxÇ^i — x)^, pourvu qu*on prenne cette der- 
nière depuis a: = o jusqu'à xz=z^\ car si l'on fait 
a: = 1 — a, il vient 

fx^dx{i — x)'» = — /i^ds(i — z)i , 

entre les limites z::=j, 2:=o, et par conséquent 
fz/dz(i — *)^ pu yi''dx(i — x)^, lorsqu'on renverse les^ 
limites , c'est - à 7 dire qu'on intègre depuis x = o 
jusqu'à x:=i. 

Dans ce cas, le dénominateur de la probabilité in» 
diquée ci-dessus , devenant la somme des valemr^ de 
la même intégrale fx^dx ( 1 -*• :p )S pnM d'abord 
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depns jp = ^ jusqu'à X = 1 y et ensuite depoisa^cso 
jusqu'à X := 4 9 ^^^ ^i^ même chose que l'intégp^e en^ 
tiërë, depuis jp=:o jus(](fi*à x=i : la prôbabifité 
doât il s*a(git revie&t donc à 

fxPdxlï — xy' 

Tintégrale du numérateur étant prise depuis x=i 
jusqu'à a:= i y et celle du dénominateur, depuis x = o 
jusqu'à x= 1 . G est précisément l'e^ppression que donne 
M. Laplace, pag. 33 du Supplément qu'il vient d'ajoutelr 
à sa Théorie analytique des Probabilités (en 1817)^ et 
qui n'avait pas encore paru lors de la première impres* 
sion de l'article auquel se rapporte ce qui précède. 

Sur /e n® 16a » page 288. 

1^. Pour introduire la continuité dans les erreurs » 
il faut les représenter par une variable t , ne recevant 
que des accroissemens inQpiment petits* Observant en- 
suite que le nombre des erreurs possibles étant infini 
dans cette supposition , la probabilité de chacune de 
ces erreurs doit être infiniment petite » on pourra l'ex- 
primer ^arydt,y désignant une fonction donnée de t. 
Cela posé , le polynôme indiqué dans le n*^ 161, sera 
remplacé par la somiâe. des valeurs consécutives que 
prend la fonction yx*dt , lorsqu'on donne à x toutes 
les. valeurs comprises depuis '< = — a jusqu'à t:=b ^ 
ai telles sont les limites assignées aux plus grandes er- 
reurs possibles , négativement et positivement , ce qui 
revient à l'intégrale Jyx^dt , prise entre les mêmes li- 
mites , pâft rap{iôrt à la variable t, la quantité x étant 
d^àilieurs constante et indéterminée. 

iSi n désigne toujours le nômbîre des observations , il 
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faudiii ixÂMiâérer le développement de la fônètioa 
(fyx^dty , ordonné suivant les. puissances de x et le 
t^me affecté de x*> donnera la probabilité que z sera 
rerrenr dé la somme des observations. 

Si Ton lie veut assigner à cette ereur (|ue des limites 
r et ^^ iconsidéiant ici la valem: de z comme passant pat 

tons les degrés de grandeur compris entre tés limiter > 
il faudra multiplier par dt la probabilité trouvée , et 
intégrer entre les limites £ := r , z^=zs. 

C'est ainsi que Lagrange a traité cette question dans 
le Mémoire^eité page â85 ; ses dénominations sont d 
au lieu de a; 9 a; au lieu de /, ce qui donne la formule 
Jyafâx (p. aa5 du Mém. cité) , du développement de 
laquelle il s'était précédemment occupé. 

s,^. En reprenant ce sujet , danis la Théorie anafy^ 
tique des Probabilités f M. Laplace a donné aux mêmes 
calculs une forme très élégante. D'abor^ il a substitué 

à la quantilé x du n® 160 l'exponentielle e***^""' , ce 
qui change une puissance quelconque af*. en 

c''*^*^""' = cosm«'-+'V^*— 1 siiiTTfir^ 

et doniie^ôurlecasoùles erreurs , supposées également 
probables , sont les nombres entiers compris entre — -n 
et4-*n , 

cos( -nw)....-f-cos( — flr)4-coso-f-cos«-....+coi5n«- 

+ V/— 1 [sîn(— nw-)...4-sin( — s-)4-sino+sinàr.:«-|-âinii«'3^ 
== i +acosw+flcos2»". . .-f-acosnw ; 

alors le nombre des observations étant désigiié par « ^ ie 
terme indépendant de cos '« dans le développement de 

(i + a cos 4» ^a oos.av.«.-|» a cos nvY, 
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et diyiaé par a/i -f- 1 > exprimera la probabilité que 
la somme des obserrations est exacte. 

Ayant construit des formules pour obtenir par ap- 
proximation les intégrales des fonctions de grand» 
nombres , M. Laplace transforme en une intégrale le 
terme cherché , et'voici comment. Si J*on effectuait le 
développement de la puissance indiquée, le résultat 
pourrait être mis sous la forme 

^4-^'cos w 4- yi^cbs 2w -f*etc. ; 

en le multipliant par ds* et l'intégrant , on aurait 

j^v + ^ sin w + i A" sin 2w Jf- etc. ; 

et prenant Tintégrale entre les limites o et ît ( ce w 
désignant la demi-circonférence) , tous les termes s'é— 
Tanouiraient à l'exception du premier qui donnerait 
jiTTi on a dojjc, entre les limites indiquées , 

^ = -/dw(l 4-2C0S«r.. .+ flC0»IIwy. 

Dans le Mémoire que j'ai cité, de M. Plana» il pose 

(i+acos«-4-»«' + 2»cosnw)*^=(27i+i)'''e'^ , 

et détermine ensuite la valeur de dw, ce qui fait dé- 
pendre de l'intégrale /c"" d^ , la recherche de A, 

C'est aussi à la recherche d'un terme indépendant 
de w qu'on ramène celle de la probabilité que la 
somme des erreurs des observations sera égale à une 
quantité donnée m , probabilité qui est le coeiEcient 
de a:* dans le développement de l'expression 
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Pourcelay il faut observer que ce développement con- 
tiendra deux termes affectés l'un de a;"*" , Tautre de a:"*, 
et ayant le même coefficient, qui deviendront indé- 
pendans de x lorsqu'ils seront multipliés le premier 
par a;"* et le second par a:"""*; que par conséquent si 
on multiplie le développement dont il s'agit, d'abord 
par x^ ensuite par a?"""*, et qu'on prenne la moitié de 
la somme des produits , le terme indépendant de x dans 
le résultat, sera le terme cherché. Or, cette opération 
revient à multiplier ce même développement par 



= cos mi 



2 • 2 

le terme cherché sera donc celui qui est indépendant 
de w dan* le développement de 

cos zTMffÇi + a cos zr 4" ^ cos nvY^ 

et par suite la valeur de l'intégrale 

fàar cosmv (i 4-2 cos w..,.-)- 2 COS nvY, 

prise entre les limites o et ît. 

C'est dans l'ouvrage de M. Laplace qu'il faut voir 
' comment cette analyse s'étend au cas où les erreurs 
ont toutes les valeurs possibles entre leurs limites, avec 
une probabilité exprimée par une fonction de ces va- 
leurs. Il entre alors trois intégrations successives dans les 
formules; mais ce qui précède suffit pour montrer à quel 
point ces recherches se compliquent ^ aussi tiennent-elles 
beaucoup de place dans la Théorie analytique des Proba' 
bilités f où , par des artifices d'analyse très remarqua- , 
blés , l'auteur est venu à bout , dans les corrections 
combinées , d'éliminer la probabilité des erreurs qui 
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est incbhtftte , en stipposant setlemètit qu'elfe ié-^ 
croit avec une grande fapîdfti à mesure qu*il 8*agît 
d'erreurs pins Foïtes , ce qui est très vraisemblable , 
puisque la perfection des instrumens let Thàbileté de» 
observateûts /tendent fort petites les différences entre 
les diverses déterminations de )a même quantité. 

3*. Enfin ta recbetcfae.d'un milieu entre les observa- 
tions y et. celle des centres de gravité ont une analogie 
qui ne doit pas être passée Sous silence. 

Il suit de ce qu^on a vu dans le n^ 54 > c[ùe le plus 
grand terme du développement de Texpression 

est celui dans lequel Te^posant n est partagé eo partie» 
proportionnelles aux prohabilités 

e.h^i €_^i.««e«4r***^» es ^ 

c'est-à-dire que les exposans de -chacune de «es lettres 
sont respectivement 

ne_5, ne^ y «.. ne© y ... ne^ , nés î 
^etui de J? sera par conséquent 

— nc-sXB— 7ie^X4- • .+neoXo...+ne^X4+^sX^ • 

et comme il exprime l'erreur la plus probable de la 
somme des observations , l'erreur de la moyenne sera 

~*5X'5'~e4X 4-.-+e6 XO...+ c^X 4"f-«5X 5 , 

«'e8t*^b-dîre la soBUme des diverses erreurs multipliées 
respectivement par leur probabilité , ce qui «xprime 
aussi la valeur moyenne des erreurs. Mais si Ton re- 
présente par a, b, c, etc. ^ le nombre des^cas qui amènent 
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«chaque erreur , et que les grandeurs de celles-ci soient 
P > 9i ^> ®tc.^ on aura pour Terreur moyenne 

^ I ^^ I £ÎL + etc. 

^ + ^ + c«* a + i+c.- a + i + c,, 

en sorte que si^ comme Ta remarqué Lagrange» 
on prend sur une droite , à partir de l'une de ses ex- 
trémités , des intervalles p, q , r,. , , à chacun des- 
quels on suspende les poids a, b ^ c , . . . la valeur 
moyenne donnera la positioiylu centre de gravité de ces 
poids. 

Si Ton suppose que les observations soient suscep- 
tibles de toutes les erreurs possibles entre des limites don- 
nées y et que la loi des probabilités de ces erreurs soit 
connue, on portera sur une ligne droite, prise pour axe , 
des abscisses qui marqueront les erreurs p on élèvera des 
ordonnées proportionnelles à leur probabilité , et Tab- 
scisse du centre de gravité du segment de cette courbe 
compris entre les limites données, sera Terreur moyenne 
ou la correction du milieu. Elle sera nulle si , la courbe 
étant symétrique pour les abscisses positives et néga- 
tives, le centre de gravité tombe sur Taxe des ordonnées. 
Ceci est entièrement semblable à ce qu on a vu page 337, 
pour la détermination de Tâge moyen dans une popu» 
lation. 
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